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Vorwort. 

Arthur  Mitzscherliiig  wurde  am  17.  Juli  1879  in  Leipzig  geboren. 
Nacli  Absolvierung  der  Nicolaiscbule  studierte  er  an  der  Universität 
Leipzig  Mathematik,  Physik  und  Philosophie.  Er  bestand  Ende  1904 
die  Prüfung  für  das  höhere  Lehramt  und  promovierte  bald  darauf  über 
„Die  Farbenkurve  bei  Reduktion  auf  gleiche  Helligkeit"  als  eifriger,  auch 
besonderes  Geschick  in  der  Konstruktion  von  Apparaten  zeigender  Schüler 
von  Wundt.  Seit  dem  1.  April  1905  war  er,  zunächst  als  wissenschaft- 
licher Hilfslehrer,  später  (seit  1.  Oktober  1906)  als  Oberlehrer  an  der 
Oberrealschule  zu  Bremen  tätig.  Er  starb  am  29.  Januar  1912  an  den 
Folgen  einer  schweren  Lungen-  und  Rippenfellentzünduug.  Im  Nachruf 
(Bericht  über  das  Schuljahr  1911/1912)  gedenkt  der  Direktor,  Prof. 
Dr.  C.  Dietz,  seiner  als  eines  unermüdlichen,  weit  über  den  Rahmen 
der  Unterrichtsstunden  hinaus  für  seine  Schüler  tätigen,  lebendigste 
Interessen  weckenden  Kollegen,  der  auch  noch  Zeit  zu  ausgedehnter 
wissenschaftlicher  Arbeit  fand. 

In  der  Tat  lag  das  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergebene  Werk 
einschließlich  der  Mehrzahl  der  Figuren  bereits  seit  Anfang  1911 
vollendet  und  druckreif  vor.  Tatkräftig  griff-  die'  Witwe  des  so  früh 
Dahingeschiedenen,  Frau  Constauze  Mitzscherling,  den  Gedanken  auf, 
daß  seine  geistige  Hinterlassenschaft  nicht  im  stillen  verborgen  bleiben 
sollte  ohne  zu  wirken  und  Nutzen  zu  spenden  für  den  weiten  Leser- 
kreis, dem  sie  gewidmet  ist.  Freunde  und  Kollegen  des  Verstorbenen 
begrüßten  und  förderten  die  Herausgabe  des  Werkes  mit  freudigem  Eifer. 

Als  das  Manuskript  völlig  abgeschlossen  war,  erschien  das  um- 
fassendere Werk  Th.  Vahlens  „Konstruktionen  und  Approxima- 
tionen" (Leipzig  1911),  das  im  dritten^  vierten  und  siebenten  Teil  eben- 
falls auf  die  Probleme  der  Kreisteilung  eingeht,  so  daß  sich  beide  Werke 
vielfach  berühren,  doch  steht  das  Buch  von  Mitzscherling  der  ganzen 
Anlage  nach  noch  mehr  auf  dem  Standpunkt  des  Historikers,  vor  allem 
aber  auf  dem  des  mit  Erfahrungen  aus  dem  Unterricht  gesättigten 
Schulmannes.  Während  Vahlen,  worauf  die  Kritik  mit  dankender  An- 
erkennung hingewiesen  hat,  die  Aufgabe  glänzend  löst,  die  Lücke  zwi- 
schen Mittelschule  und  Universitätsstudium  auszufüllen  und  in  diesem 
Sinn  auf  tiefergreifende  prinzipielle  Fragen  nicht  nur"  hinweist,  son- 
dern sie  eingehend  und  originell  behandelt,  ist  Mitzscherlings  Ziel 
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von  vornherein  nach  dieser  Richtung  hin  bescheidener  —  nach  anderer 
Seite  hin  aber  weiter,  vielmehr  in  konstruktive  Einzelheiten  eindringend. 
Dies  zeigt  schon  ein  Blick  auf  das  Inhaltsverzeichnis  und  die  stattliche 
Fülle  von  Figuren. 

So  gibt  Mitzscherling  einen  vortrefflichen,  Lehrern  wie  Stu- 
dierenden hochwillkommenen,  Beitrag  zur  Durchführung  jenes  Pro- 
grammes,  das  auch  kürzlich  wieder  bei  der  Versammlung  des  Vereins 
zur  Förderung  des  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unter- 
richts in  München  (Pfingsten  1913)  mit  lebhaftem  Beifall  der  zahlreichen 
Teilnehmer  betont  wurde:  Es  gilt  den  Unterricht  historisch  zu  beleben. 

In  diesem  Zusammenhang  mag  eine  Stelle  aus  M.  Gebhardts 
„Geschichte  der  Mathematik  im  mathematischen  Unterricht  der  höheren 
Schulen  Deutschlands"  angeführt  werden  (S.  106):  „Für  mich  ist  es 
eine  Erfahrungstatsache,  daß  bei  mathematisch  Unbegabten  und  vor 
allem  auch  bei  der  nicht  geringen  Anzahl  von  mathematisch  Böswilligen 
Lust  und  Liebe  bis  zu  einem  gewissen  Grade  geweckt  werden  können, 
wenn  man  die  Mathematik  nebenbei  auch  geschichtlich  behandelt." 

Da  derselbe  Verfasser  (S.  119)  beklagt,  daß  der  Lehrer  selbst  nur 
unter  Schwierigkeiten  geschichtliche  Belehrung  und  Anregung  finde, 
so  ist  das  Erscheinen  einer  neuen  Monographie  aus  dem  Gebiete  der 
Geschichte  der  Mathematik  jedenfalls  mit  Freuden  zu  begrüßen. 

Und  darum  ist  denn  wohl  die  Veröffentlichung  des  nachgelassenen 
Werkes  voll  berechtigt,  ein  Zeichen  der  Anerkennung  für  unermüd- 
liche Arbeit  und  ein  Dienst,  der  ansehnlichen  und  tätigen  Gemeinde  derer 
erwiesen,  die  jenes  historische  Programm  sich  zu  eigen  gemacht  haben! 

Die  Korrekturen  sind  von  den  Bremer  Kollegen  und  Freunden  des 
Verstorbenen:  Oberlehrer  J.Bock,  Oberlehrer  Dr.  E.  Büchner,  Prof. 
Dr.  E.  Knothe,  Prof.  Dr.  A.  Peter  und  Oberlehrer  Dr.  E.  H  Schütz 
sorgfältigst  revidiert,  Herr  Dr.  Schütz  hat  auch  das  alphabetische 
Inhaltsverzeichnis  angefertigt. 

Ihnen,  sowie  dem  tätigen  Verlag  gebührt  herzlicher  Dank  für  die 
rasche  Förderung  der  Arbeit,  wobei  auch  die  Beschaffung  der  Figuren 
nicht  vergessen  werden  darf,  die  zum  Teil  auf  Grund  von  Literatur- 
verweisen erst  angefertigt  werden  mußten. 

München,  Juli  1913. 

Heinrich  Liebmann. 
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Einleitung. 

Zirkel  und  Lineal  sind  die  ältesten  geometrischen  Hilfsmittel. 
Wann  und  wo  sie  erfunden  worden  sind,  ist  unbekannt,  und  man  kann 
höchstens  das  eine  aus  der  Entstehungsweise  der  Geometrie  überhaupt 
schließen,  daß  sie  aus  praktischen  Vorrichtungen  für  den  Grebrauch  beim 
Bauen  und  Feldmessen  hervorgegangen  sein  müssen.  Schon  die  Alten 
wußten  hierüber  keine  näheren  Angaben  zu  machen  und  bezeichneten 
daher  einen  Neffen  des  Dädalus,  des  mythischen  Künstlers,  als  ihren  Er- 
finder, verlegten  ihre  Entstehung  also  in  eine  sagenhafte  Vorzeit.^) 

Die  Greometrie  von  Zirkel  und  Lineal  war  lange  Zeit  hindurch 
die  einzige,  die  man  kannte.  Von  den  Ägyptern  und  Babyloniern 
vorbereitet,  machte  sie  bei  den  Griechen  in  dem  kurzen  Zeitraum  von 
Thales  und  Pythagoras  bis  zu  Euklid  eine  staunenswerte  Entwicklung 
durch  und  erhob  sich  in  Euklids  Elementen  zu  einer  so  formvollendeten 
und  systematisch  ausgebildeten  Wissenschaft,  daß  dieses  Werk  noch 
heute  das  Fundament  der  gesamten  Mathematik  bildet. 

Aber  schon  bei  den  Griechen  wurden  auch  die  ersten  Versuche  ge- 
macht, die  durch  den  Gebrauch  von  Zirkel  und  Lineal  gesteckten  Gren- 
zen zu  erweitern.  Denn  schon  sehr  frühe  machte  man  die  Erfahrung, 
daß  einzelne  scheinbar  einfache  Aufgaben  einer  exakten  Lösung  mit 
Hilfe  der  genannten  Listrumente  allein  die  größten  Schwierigkeiten 
boten.  Diese  berühmten  Aufgaben,  die  Quadratur  des  Kreises,  die 
Trisektion  des  Winkels  und  die  Verdoppelung  des  Würfels, 
waren  z.  T.  schon  in  sehr  alter  Zeit  aufgetaucht,  aber  erst  die  Griechen 
haben  sie  einer  eingehenden  und  erfolgreichen  Bearbeitung  unterzogen. 
Freilich  erfolgreich  nicht  in  dem  Sinne,  daß  sie  die  erstrebte  elementare 
Lösung  gefunden  hätten;  dieser  Erfolg  wäre  gewiß  verschwindend  ge- 
wesen gegen  den  wirklichen,  denn  durch  die  Beschäftigung  mit  den  ge- 
nannten drei  Problemen  wurden  vollständig  neue  Gebiete  der  mathe- 
matischen Bearbeitung  erschlossen,  so  neu  und  ungewohnt,  daß  sie  zu- 
erst gar  nicht  einmal  als  wahre  Geometrie  anerkannt  werden  sollten. 
Hatte  man  bisher  nur  die  Gerade  und  den  Kreis  gekannt,  so  definierte 
man  jetzt  die  ersten  von  ihnen  verschiedenen  krummen  Linien  und  er- 
öffnete damit  den  Weg  zur  höheren  Geometrie. 

Die  ersten  Kurven  waren  die  Quadratrix  des  Hippias  von  Elis 
(um  460  V.  Chr.)   und  die  drei  Kegelschnitte,  als  deren  Entdecker 

1)  Montucla,  Hist.  I,  104.     Ovid,  Met.  VIII,  247—249. 
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wir  höchst wahrscheinlicli  Menächmus,  einen  Schüler  Piatons,  anzusehen 
haben.  Sollten  aber  die  drei  Probleme  durch  sie  nicht  nur  eine  theo- 
retische, sondern  auch  eine  praktische  Lösung  finden,  so  war  es  not- 
wendig, daß  man  sie  nicht  nur  punktweise,  sondern  genau  wie  Gerade 
und  Kreis  in  einem  zusammenhängenden  Zuge  mechanisch  konstruieren 
konnte.  Die  Literatur  berichtet  nun  allerdings  nichts  über  ein  Instru- 
ment, das  zum  Zeichnen  der  Quadratrix  gedient  hätte,  wohl  aber  scheint 
es,  daß  Menächmus  die  Kegelschnitte  tatsächlich  hat  mechanisch  zeich- 
nen können.  Versteht  man  den  Bericht  des  Eutokiüs  ^),  der  eine  solche 
Andeutung  enthält,  richtig,  so  wäre  es  also  die  Zeit  Platons  gewesen, 
die  zum  ersten  Male  an  eine  Vermehrung  des  geometrischen  Küst- 
zeuges gedacht  hat.  Derselbe  Eutokiüs^)  überliefert  und  beschreibt 
uns  ein  Instrument,  das  Piaton  selbst  erfunden  haben  soll  und  das  zwar 
nicht  zum  Zeichnen  von  Kurven,  wohl  aber  doch  zur  mechanischen  Lösung 
des  Problems  der  Würfelverdoppelung  gedient  hat,  wodurch  die  eben 
ausgesprochene  Vermutung  noch  an  Wahrscheinlichkeit  gewinnt. 

Aber  diese  Bemühungen,  neue  Erkenntnisse  und  Werkzeuge  in  den 
Dienst  der  alten  Untersuchungen  zu  stellen,  stießen,  wie  schon  bemerkt, 
von  Anfang  an  auf  Widerstand.  An  zwei  Stellen  berichtet  Plutarch^), 
es  sei  Platon  gewesen,  der  die  Vertreter  dieser  neuen  Richtung,  den 
EuDoxus,  Archytas,  Menächmus  getadelt  hatte,  daß  sie  die  Verdoppelung 
des  Würfels  auf  instrumentale  und  mechanische  Verfahrungsweisen 
zurückführten.  Denn  auf  solche  Art  werde  der  Vorzug 
der  Geometrie  aufgehoben  und  verdorben,  sofern  man  sie 
wieder  auf  den  sinnlichen  Standpunkt  zurückführe,  statt  sie 
in  die  Höhe  zu  heben  und  mit  ewigen  und  körperlosen  Ge- 
dankenbildern zu  beschäftigen.  Steht  nun  diese  Mitteilung  Plut- 
archs  allerdings  in  offenkundigem  Widerspruch  zu  dem  Bericht  des  Eu- 
tokiüs, daß  Platon  selbst  ein  solches  mechanisches  Verfahren  ersonnen 
habe,  wie  er  es  an  den  andern  tadelt,  so  ist  sie  doch  ganz  im  Sinne  des 
Schöpfers  der  Ideenlehre,  und  wenn  man  hinzunimmt,  daß  es  gewiß  nur 
eine  sehr  einflußreiche  Persönlichkeit  gewesen  sein  kann,  gegen  deren 
Widerstand  die  Bestrebungen  der  besten  Geometer  nicht  aufkommen 
konnten,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  Plutarchs  Bericht  doch  zu- 
treffend ist,  gewiß  groß,  und  man  wird  mit  ziemlicher  Gewißheit  be- 
haupten können,  daß  die  Beschränkung  der  Elementargeometrie 
auf  die  noch  heute  gültigen,  durch  Lineal  und  Zirkel  ge- 
steckten Grenzen  in  der  Tat  auf  Platons  Einfluß  zurückgeht.*) 

1)  Accidit  enim  Omnibus  bis  descripsisse  demonstrative,  verum  non  posse, 
quae  invenerunt,  manu  efiicere  et  in  usum  deducere,  praeterquam  in  brevitate 
Menaecbmi:  et  baec  difficulter. 

2)  Arcbim.  opera,  de  spbaera  et  cyl.  Hb.  II,  prop.  2.  —  ed.  Torelli  p.  135. 
Bretscbneider,  Geometrie  und  Geometer  vor  Euklid.     S.  141f. 

3)  Quaest.  conviv.  VIII.  q.2.  c.l.  Vita  Marcelli  c.  14,  §5.  Bretscbneider  S.  143. 

4)  Hankel,  Zur  Gescbicbte  der  Mathematik  im  Altertum  und  Mittelalter.  S.  156. 
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Freilich  konnte-  Piaton,  wenn  diese  Auffassung  rielitig  ist,  unmög- 
lich ahnen,  daß  er  durch  seine  Festsetzung  ein  wirklich  in  sich  geschlos- 
senes, durch  charakteristische  Eigenschaften  ausgezeichnetes  Gebiet  von 
der  übrigen  Geometrie  abgegrenzt  habe.  Er  verlangte  ja  nur,  andere 
Instrumente  zu  meiden,  dabei  konnte  er  immer  noch  der  Ansicht  sein, 
daß  sich  alle  geometrischen  Aufgaben  mit  Lineal  und  Zirkel  lösen  lassen 
müßten,  wenn  man  nur  den  richtigen  Weg  fände.  Solange  man  nicht 
die  Möglichkeit  hatte,  unwiderleglich  zu  beweisen,  daß  diese  oder  jene 
Aufgabe  elementar  niemals  lösbar  sein  könnte,  so  lange  durfte  man  auch 
hoffen,  schließlich  doch  noch  auf  den  Weg  zu  geraten,  der  die  Lösung 
versprach.  Die  Mittel,  solche  Beweise  zu  führen,  sind  erst  in  neuester 
Zeit  gefunden  worden,  und  so  sehen  wir,  daß  die  drei  Probleme  des 
Altertums  auch  bei  den  Arabern,  die  die  antike  Wissenschaft  erbten, 
eine  große  Rolle  spielten,  und  daß  sie,  von  diesen  nach  Europa  zurück- 
verpflanzt, auch  hier  wieder  neue  und  neue  Lösungsversuche  hervor- 
riefen. Wieviel  Arbeitskraft  mit  diesen  verschwendet  wurde,  geht  z.  B. 
aus  dem  1775  gefaßten  Beschluß  der  Pariser  Academie  des 
Sciences  hervor,  „ohne  Prüfung  die  leider  nur  zu  zahlreichen  Abhand- 
lungen, welche  einige  unglückliche  Narren  ihr  alle  Jahre  über  diesen 
Gegenstand  zusandten,  zu  verwerfen".^)  Und  auch  heute  noch  sind  die- 
jenigen nicht  ausgestorben,  die  daran  glauben,  daß  eines  Tages  doch 
noch  die  elementare  Lösung  der  drei  Probleme  gefunden  werde,  ähnlich 
überraschend  für  die  Menschheit,  wie  1796  die  Entdeckung  des  regu- 
lären Siebzehnecks  durch  Gauß.^) 

Hatte  der  Einspruch  Piatons  die  gesonderte  Entwicklung  der  Geo- 
metrie von  Zirkel  und  Lineal  zur  Folge,  so  hinderte  er  doch  nicht  den 
weiteren  Fortschritt  der  „höheren"  Geometrie.  Euklids  Elementen  stellten 
sich  noch  im  3.  Jahrh.  v.Chr.  die  Glanzleistungen  des  Archimedes  und 
Apollonius  zur  Seite,  und  nach  ihrem  Vorbild  fand  auch  in  der  Folge- 
zeit die  Theorie  der  höheren  Kurven  eifrige  Pflege.  Von  den  dabei  ge- 
wonnenen neuen  Gesichtspunkten  aus  ergab  sich  schließlich,  wie  wir  aus 
der  Sammlung  des  Pappus  wissen,  eine  Einteilung  aller  geometrischen 
Aufgaben  in  drei  verschiedene  Arten,  in  „ebene,  körperliche  und 
lineare".  Die  ebenen  Probleme  konnten  durch  Zirkel  und  Lineal  allein 
gelöst  werden,  das  war  also  die  Platonische  Elementargeometrie,  bei  den 
körperlichen  war  die  Anwendung  von  Kegelschnitten  erforderlich,  bei 
den  linearen  aber  mußte  man  seine  Zuflucht  zu  noch  zusammengesetz- 
teren Kurven  nehmen.  Diese  letzteren  bezeichnete  man  ihrer  Ent- 
stehungsweise gemäß  auch  als  mechanische. 

Erst  die  Erfindung  der  analytischen  Geometrie  durch  Des- 
CARTES  und  Fermat  veränderte  diese  Beurteilungsweise  der  geometrischen 
Probleme  und  führte  zur  Kritik  an  der  überlieferten  Einteilung.     Mit 

1)  Poincare,  Wissenschaft  und  Hypothese.     S.  192. 

2)  Vgl.  z.  B.  J.  J.  Sachse,  Zur  mechanischen  Drittelung  eines  Winkels.  S.  8. 
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Eeclit  weist  Descartes  ^)  darauf  hin,  daß  einerseits  Gerade  und  Kreis  von 
den  jneclianisclien  Ortern  niclit  getrennt  werden  dürften,  da  sie  ja  doch 
aucli  durch  Instrumente  erzeugt  werden  müßten,  andrerseits  aber  die 
Kegelschnitte  nicht  den  ebenen  Kurven  gegenüberzustellen  seien,  da  sie 
in  dieser  Beziehung  sich  nicht  von  ihnen  unterschieden.  Auch  hebt  er 
in  bemerkenswerter  Weise  die  Unzulänglichkeit  aller  Konstruktionen 
hervor  und  betont,  daß  in  der  Geometrie  nur  die  Exaktheit  des  Ge- 
dankens einen  Wert  habe^),  diese  aber  könne  bei  allen  Kurven  gleich 
vollkommen  sein.  Ist  also  die  alte  Beurteilungsweise  hinfällig,  so  ist 
sie  durch  eine  neue  zu  ersetzen,  und  diese  liefert  die  analytische  Geo- 
metrie. Da  die  Gleichung  einer  Kurve  für  diese  charakteristisch  ist,  so 
ist  der  neue  Einteilungsgrund  einfach  der  Grad  dieser  Gleichung. 
Aber  abgesehen  von  diesem  sind  alle  Kurven  geometrisch  gleichberech- 
tigt, sofern  man  unter  Geometrie^)  die  Wissenschaft  des  Voll- 
kommenen und  Exakten  versteht,  und  keine  darf  ausgeschlossen 
werden.  Allerdings  macht  Descartes  doch  eine  Einschränkung,  indem 
er  Kurven  wie  Quadratrix  und  Spirale,  also  solche,  die  später  Leib- 
Niz  als  transzendent  bezeichnete,  ausdrücklich  als  rein  mechanisch, 
also  in  seinem  Sinne  unvollkommen  und  un  exakt,  zurückweist. 

Diese  analytische  Beurteilung  der  geometrischen  Probleme  wurde 
von  größter  Fruchtbarkeit,  leidet  aber  daran,  daß  sie  eben  nicht  geo- 
metrisch ist  und  ihrem  Wesen  nach  nicht  sein  kann.  Es  erwuchs  ihr 
infolgedessen  auch  sehr  bald  ein  großer  Gegner  in  Isaac  Newton.^)  Die 
Einführung  der  Rechnungen  in  die  Geometrie  sei  unüberlegt  und 
gegen  das  Grundgesetz  dieser  Wissenschaft  geschehen.^)  Denn 
nicht  die  Gleichung,  sondern  die  Zeichnung  lasse  die  Kurve  ent- 
stehen, und  nicht  der  Grad  der  Gleichung,  sondern  die  Leichtigkeit 
der  Zeichnung  entscheide  über  ihre  geometrische  Verwendbarkeit. 
Auch  treffe  durchaus  nicht  etwa  der  niedere  Grad  der  Gleichung  mit 
der  leichten  Zeichnung  der  Kurve  zusammen.  Man  habe  sich  demnach 
entweder  auf  den  Standpunkt  der  Alten  zurückzubegeben  und  alle  Kur- 
ven außer  der  Geraden  und  dem  Kreis  und  vielleicht  den  Kegelschnitten 
aus  der  Geometrie  auszuschließen,  oder  man  habe  alle  Kurven  zuzu- 
lassen und  zwar  entsprechend  der  Leichtigkeit  ihrer  Zeichnung.  Im 
letzteren  Falle  würden  dann  natürlich  auch  die  geometrischen  Instru- 
mente nicht  auf  Zirkel  und  Lineal  zu  beschränken  sein,  wie  denn  auch 
Newton  selbst  eine  Reihe  von  Konstruktionen  mit  Hilfe  des  Koncho- 
idenzirkels  ausführt.   Er  bemerkt  dabei  aber  ausdrücklich,  daß  diese 

1)  G-eometrie  ä  Renato  Des  Cartes  (Fr.  ä  Schooten).    IL  Buch. 

2)  .  .  .  Geometria,  ubi  solum  spectetur  esacta  ratiocinatio.  quippe  quae 
proculdnbio,  tarn  hasce  lineas  quam  illas  concernens,  aeque  perfecta  esse  potest. 
(S.  17.) 

3)  Quod  omnino  perfectum  atque  exactum  est.     (S.  18.) 

4)  Arithmetica  universalis.     Lugduni  Batavorum  1732.     S.  212 — 215. 

5)  Inconsulto  et  contra  primum  institutum  scientiae  hujus. 


Unmöglichkeit  einer  allgemeinen  elementaren  Lösung  5 

nicht  Anspruch  darauf  machten,  eigentlich  geometrische  Konstruk- 
tionen^) zu  sein,  und  daß  seiner  Meinung  nach  in  der  ebenen  Greo- 
metrie  keine  anderen  Kurven  zugegeben  werden  dürften 
außer  der  Geraden  und  dem  Kreis.  Er  für  seine  Person  stellt  sich 
also  vollständig  auf  den  Standpunkt  Piatons  hinsichtlich  der  ebenen 
Geometrie,  auf  den  Standpunkt  des  Archimedes,  des  „Fürsten  der  Mathe- 
matiker ",  hinsichtlich  der  Anwendbarkeit  anderer  Instrumente  bei  Pro- 
blemen, die  nicht  mit  Zirkel  und  Lineal  lösbar  sind.^)  Den  neuen  An- 
schauungen Descartes  endlich  wird  er  insofern  gerecht,  als  er  die  Ein- 
teilung der  Kurven  nach  dem  Grad  ihrer  Gleichung  für  berechtigt  und 
nützlich  erklärt,  soweit  sie  dazu  dienen  soll,  die  Eigenschaften  der 
Kurven  zu  ermitteln  und  zu  untersuchen.^) 

Die  Folgezeit  hat  sich  auf  Newtons  Seite  gestellt.  Die  Geometrie 
von  Zirkel  und  Lineal  blieb  als  gesondertes  Gebiet,  es  fehlte  nur  noch 
an  einer  genaueren  Begründung  dieser  Selbständigkeit.  Eine  solche  hat 
nun  in  der  Tat  die  neuere  Algebra  und  Analysis  gegeben.  Sie 
weist  nach,  daß  die  Konstruktion  einer  geometrischen  Aufgabe 
mit  Zirkel  und  Lineal  nur  dann  möglich  ist,  wenn  diese  Auf- 
gabe sich  zurückführen  läßt  auf  einen  analytischen  Aus- 
druck, der  höchstens  Quadratwurzeln,  und  diese  nur  in  end- 
licher Zahl,  enthält.  Sie  weist  ferner  nach,  daß  der  Grad  einer 
irreduktibeln  Gleichung,  der  ein  solcher  Ausdruck  genügt, 
stets  eine  Potenz  von  2  sein  muß,  und  daß  daher  kein  Pro- 
blem mit  Zirkel  und  Lineal  gelöst  werden  kann,  dem  analy- 
tisch eine  irreduktible Gleichung  entspricht,  deren  Grad  nicht 
eine  Potenz  von  2  ist.  Da  die  drei  Probleme  des  Altertums 
zu  der  letztgenannten  Art  gehören,  so  ist  damit  die  Unmöglichkeit 
ihrer  elementaren  Lösung  definitiv  dargetan.^)  Beschränkt  sich 
also  die  Anwendbarkeit  von  Zirkel  und  Lineal  auf  die  Lösung  der  Auf- 
gaben zweiten  Grades,  so  muß  die  Forderung  als  ganz  selbstverständ- 
lich betrachtet  werden,  für  das  Gebiet  der  höheren  Aufgaben  auch 
andere  Instrumente  zuzulassen,  eine  Forderung,  durch  welche  die  ent- 
sprechenden Bestrebungen  schon  der  alten  griechischen  Geometer  als 
voll  berechtigt  anerkannt  werden. 

Nach  einem  Satze  von  Vieta^)  läßt  sich  nun  jede  kubische  oder 
biquadratische  Aufgabe  zurückführen  entweder  auf  eine  Würfelverdoppe- 
lung oder  auf  eine  Winkeltrisektion,  und  man  kann  daher  die  zu  diesem 

1)  Constructio  non  Geometrica  sed  qualiscumque. 

2)  Mihi  vitio  vertendum  non  erit,  si  cum  Mathematicorum  Principe  Archi- 
mede  aliisque  Veteribua  Conchoidem  ad  Solidorum  problematum  constructionem 
adhibeam. 

3)  In  lineis  contemplandis  et  eruendis  earum  proprietatibus  distinctionem 
earum  in  genera  juxta  dimensiones  aequationum,  per  quas  definiuntur,  laudo. 

4)  Vgl.  F.  Klein,  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeometrie. 

5)  Supplementum  geometriae. 
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Gebiet  gehörenden  Aufgaben  immer  lösen,  indem  man  zu  Zirkel  und 
Lineal  ein  oder  höchstens  zwei  für  diese  Fundamentalaufgaben  geeignete 
Instrumente  hinzunimmt.-^)  Die  antiken  Probleme  der  Würfelver- 
doppelung und  der  Winkeltrisektion  besitzen  also  keine  vereinzelte, 
sondern  eine  universale  Bedeutung  für  ein  ganzes  Gebiet  von  Auf- 
gaben, ähnlich  dem  der  Elementargeometrie,  und  von  diesem  Gesichts- 
punkte aus  gewinnt  die  ungeheure  Zahl  von  Lösungsversuchen,  die  im 
Laufe  der  Zeit  gegeben  worden  sind,  für  uns  an  Bedeutung. 

Wenn  nun  im  folgenden  eine  Reihe  dieser  Lösungsversuche,  so- 
weit sie  das  Problem  der  Trisektion  oder  allgemeiner  das  der  Tei- 
lung des  Kreisumfanges  oder  eines  beliebigen  Kreisbogens  in 
eine  Anzahl  gleicher  Teile  betreffen,  besprochen  werden  sollen,  so  kann 
natürlich  keine  Rede  davon  sein,  Vollständigkeit  zu  erstreben.  Die  Zahl 
der  Kurven  und  Methoden,  die  direkt  für  diesen  Zweck  ersonnen  wor- 
den sind  oder  die  sich  ihm  doch  wenigstens  dienstbar  machen  lassen, 
ist  viel  zu  groß,  als  daß  man  erwarten  dürfte,  daß  sie  alle  in  gleicher 
Weise  unser  Interesse  in  Anspruch  nehmen  könnten.  Wir  haben  uns 
also  zu  beschränken  auf  diejenigen  unter  ihnen,  die  entweder  historisch 
wichtig  sind  oder  durch  ihre  sonstigen  Eigenschaften  eine  hervorragende 
Rolle  spielen.  Unter  diesen  werden  wir  wieder  solchen  Kurven  eine  be- 
vorzugte Stellung  einräumen  müssen,  die  durch  besondere  Instrumente 
oder  doch  wenigstens  durch  Schablonen  erzeugt  werden  können,  vor 
denen,  die  den  wechselnden  Verhältnissen  entsprechend  bei  jeder  neuen 
Aufgabe  immer  erst  wieder  von  neuem  passend  entworfen  werden  müssen 
und  damit  für  den  praktischen  Gebrauch  ausscheiden.  Aber  auch  bei 
dieser  beschränkten  Auswahl  werden  wir  doch  eine  Vorstellung  be- 
kommen von  der  ungeheuren  Geistesarbeit,  die  im  Laufe  der  Jahrhunderte 
unmittelbar  oder  mittelbar  durch  das  berühmte  Problem  der  Trisektion 
ausgelöst  worden  ist. 

1)  S.  auch  Newton,  Aritlimetica  universalis. 
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I.  Historisches  zur  Konstruktion  der  Vielecke. 

§  1.    Die  ältesten  Kreisteilungen. 

Die  ältesten  Motive  für  die  Teilung  des  Kreises  in  eine  Anzahl 
gleicher  Teile  sind  verschiedener  Art.  Ein  rein  praktisches  war  die 
gleichmäßige  Anordnung  der  Speichen  bei  einem  Wagenrad  oder  die 
Herstellung  rosettenähnlicher  Schmuck-  und  Ziergegenstände,  ein  rein 
künstlerisches  da- 
gegen ihre  bildliche 
Wiedergabe.  Dar- 
stellungen von  Kreis- 
teilungen an  Zieraten, 
an  symbolischen  At- 
tributen der  Könige 
und  an  Wagenrädern 
sind   uns    auf  vielen 

Wandzeichnungen 
der  alten  Ägypter 
und  Assyrer  erhalten, 
und  wir  sehen  daraus, 
daß  ihnen  die  Vier-, 
Sechs-,  Acht-  und 
Zwölfteilung  be- 
kannt gewesen  ist  (Fig.  1  und  2).^)  Es  versteht  sich  von  selbst,  daß  diese 
Darstellungen  nicht  ohne  weiteres  zu  der  Annahme  berechtigen  können, 
die  Ägypter  und  Assyrer  hätten  die  genannten  Kreisteilungen  nicht 
durch  Probieren,  sondern  durch  geometrische  Konstruktion  gefunden. 
Es  scheint  aber  doch^),  daß  man  den  Ägyptern  und  Assyrern  einerseits 
die  Kenntnis  der  Konstruktion  rechter  Winkel  zuschreiben  darf, 
woraus  natürlich  auch  die  Vierteilung  des  Kreises  hervorgehen  würde, 
daß  andrerseits  aber  die  Assyrer  den  Satz  von  der  Gleichheit  der 
Sechsecksseite  mit  dem  Radius  entdeckt  und,  wie  sich  vielleicht 
aus  gewissen  bildlichen  Darstellungen  schließen  läßt,  an  die  Ägypter 
weitergegeben  haben,  so  daß  wir  also  bei  den  angegebenen  Figuren 
doch   wirkliche   Konstruktionen  vorauszusetzen  hätten.    Dafür  spricht 


Fig.  1. 


1)  Aus  Fr.  Delitzsch,  Babel  und  Bibel. 

2)  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  I  S.  63f.  102.  99f.  67- 
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au  eil  j  daß  andere 
Kreisteilungen  un- 
gebräuchlich waren. 
Wir  erwähnten 
symbolische  Darstel- 
lungen, insbesondere 
als  Attribute  assy- 
rischer Könige;  in 
diesen  hängt  das 
Kreisteilungsm  otiv 
mit  religio  sen  Vor- 
stellungen eng  zu- 
sammen.^) Dem  na- 
iven Menschen  er- 
scheinen Sonne  und 
Mond  als  Scheiben,  ist  uns  doch  heute  noch  die  Sonnen  Scheibe  ein 
durchaus  geläufiges  Wort.  Ferner  lehrt  der  Augenschein,  daß  die  Gre- 
stirne  sich  um  die  Erde  drehen.  Da  nun  in  ältester  Zeit  die  Wagen- 
räder keine  Speichen  hatten,  sondern  scheibenförmig  waren,  so  lag 
die  Vorstellung  der  Sonne  als  eines  Rades  sehr  nahe.  Das  Sonnenrad 
ergänzte  man  zum  Sonnen  wagen,  auf  dem  der  Lichtgott  die  Welt  um- 
kreist.^) Gleichwohl  blieb  ^  auch  als  man  die  Scheibenräder  durch 
Speichenräder  ersetzte,  die  Vorstellung  der  Sonne  als  eines  Rades  leben- 
dig, und  das  Rad,  insbesondere  das  einfachste,  das  mit  vier  Speichen, 
wurde  das  Symbol  des  Sonnengottes  (Fig.  3).  Aus  diesem 
vierspeichigen  Sonnenrade  entwickelte  sich  das  Kreuz  als 
Zeichen  der  Gottheit  überhaupt,  auch  das  christliche  in  der 
Form  des  gleicharmigen  griechischen  Kreuzes,  eine  Entwick- 
lung, deren  Werden  man  deutlich  erkennt  an  Kreuzen  mit 
Fig.  3.  ^^^  ohne  den  zugehörigen  Radkranz.  Solche  Symbole 
trugen  als  Zeichen  ihrer  Würde  die  assyrischen  Könige  um  den  Hals 
oder  auf  der  Brust,  und  so  finden  wir  sie  auch  an  einigen  Standbildern, 
die  ausgegraben  worden  sind;  wir  sehen  den  Stern,  das  ist  der  Planet 
Istar  (Venus),  den  Halbmond  und  das  vierspeichige  Sonnenrad,  dieses 
bald  mit,  bald  ohne  Radkranz,  also  als  Kreuz. 

Ein  ähnliches,  mystisch-religiöses  Motiv  war  die  heilige  Sieben- 
zahl der  Planeten  und  die  Entstehung  der  Planetenwoche  zu  sieben 
Tagen  aus  der  ursprünglich  gebräuchlichen  Pingerwoche  zu  fünf  Tagen.^) 
Die  alten  orientalischen  Astrologen  ordneten  jedem  Tag  seinen  Planeten 
zu,  der  ihn  beherrschte,  das  Ergebnis  sind  die  noch  heute  geltenden  Be- 
zeichnungen unserer  Wochentage,  deren  Kern  man  in  den  verschiedenen 

1)  Montelius,  Prometheus  1904.    Umscliau  1909. 

2)  Vgl.  die  bronzenen  Sonnenwagen  von  Frundholm.  Rob.  Forrer,  Reallexikon. 

3)  Troels-Lund,  Himmelsbild  und  Weltanschauung.    S.  36. 
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Fig.  4. 


Sprachen  leicM  feststellen  kann.  Die  Entstehung  ihrer  Reihenfolge, 
die  doch  der  räumlichen  Ordnung  der  „Planeten"  nicht  entspricht,  wird 
BO  erklärt,  daß  man  auf  dem  Kreisumfange  in  gleichen  Abständen  die 
sieben  Planeten  in  ihrer  richtigen  räumlichen  Aufeinanderfolge  angab 
und  sie  so  miteinander  verband,  daß  „die  heiligste  aller  Figuren,  ein  in 
die  Sonne  einbeschriebener  siebenzackiger  Stern"  entstand.  In  der  Tat 
würde    dieses  Verfahren   zu   der   richtigen  j,^^„, 

Reihenfolge  unserer  Wochentage  führen,  wie 
aus  Figur  4  ohne  weiteres  ersichtlich  ist.  Wir 
hätten  also  hier  ein  erstes  Bestreben,  den  Kreis 
in  sieben  gleiche  Teile  zu  teilen,  doch  scheinen 
die  Ausgrabungen  hierüber  noch  nichts  Nähe- 
res zutage  gefördert  zu  haben. 

Auch  das  regelmäßige  Fünfeck  läßt 
sich  in  ältesten  Zeiten  nachweisen.  Zwar  die 
Stelle  im  ersten  Buch  der  Könige  (VI,  31),  wo 
von  fünfeckigen  Pfosten  gesprochen  wird,  die 
Salomo  im  Tempel  am  Eingange  des  Chors 
aufstellte,  ist  nach  Cantor^)  von  Luther  falsch 
übersetzt  und  kann  den  angegebenen  Sinn 
nicht  haben.  Fünfeckige  Sterne  kommen  aber 
auf  ägyptischen  Darstellungen  vor,  z.  B.  auf 
dem  berühmten  Zodiakus  von  Denderah, 
den  man  im  Tempel  der  Hathor  gefunden 
hat"^),  und  auch  das  Bild  des  Gottes  Mar  du  k, 
des  Stadtgottes  von  Babel,  weist  ein  reguläres 
Fünfeck  auf  (Fig.  5).^)  Indessen  setzt  die  Kon- 
struktion des  Fünfecks  doch  schon  eine  so 
große  Summe  geometrischer  Kenntnisse  vor- 
aus, daß  man  heute  fast  allgemein  der  An- 
sicht ist,  daß  sie  erst  den  Pythagoräern, 
den  Erfindern  des  goldenen  Schnittes, 
zugesprochen  werden  darf.'*)  Jedenfalls  spielt 
bei  ihnen  das  Fünfeck  in  der  Form   des  Pentagramms  eine  höchst 
merkwürdige  Rolle ;  sie  benutzten  es  als  Erkennungszeichen  für  die  Glieder 
ihres  Bundes  und  als  Briefüberschrift.    Auch  ist  das  Fünfeck  die  Be- 
grenzungsfläche des  Dodekaeders,  das  gleichfalls  bei  den  Pythagoräern 
zum  ersten  Male  auftritt,  und  wir  sehen  aus  der  Universalrolle,  die  diesem 
in  ihrer  Kosmologie  beigelegt  wurde,  wie  hoch  sie  selbst  seine  Ent- 
deckung bewerteten. 


Fig.  5. 


1)  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  1, 101. 

2)  Ein  uraltes  Heiligtum,  das  uns  in  einem  ptolemäischen  Neubau  erhalten  ist. 

3)  Aus  Babel  und  Bibel. 

4)  Bretschneider,  Geometrie  und  Geometer  vor  Euklid.     S.  85—87. 
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Zu  den  ältesten  Kreisteilungen  gehört  auch,  die  in  360  Grad,  da 
ihr  Ursprung  auf  die  alten  Babylonier,  die  Sumerer,  zurückzuführen 
ist.    Nach  der  bisherigen  Anschauung^)  ist  ihre  Entstehung  auf  folgende 
Weise  zu  erklären.   Die  Babylonier  haben,  wie  die  Berichte  der  Alten 
zu  erzählen  wissen,   seit  undenklichen  Zeiten  regelmäßige  Himmels- 
beobachtungen ausgeführt  und  es  darin  zu  hoher  Übung  gebracht;  sind 
auch  die  Zahlen  von  470  000  bis  720  000  Jahren,  die  Cicero  und  Pli- 
Nius^)  nennen,  sicher  weit  übertrieben,   so  wird  man  doch  annehmen 
dürfen,  daß  in  den  Euphratländern  die  Astronomie  schon  Jahrtausende 
vor  unserer  Zeitrechnung  in  hoher  Blüte  stand.     Durch  den   glück- 
lichen Fund^)  einer   größeren  Anzahl   beschriebener  Tontafeln,    z.  T, 
Überresten  der  Bibliothek  des  Königs  Sargon  von  Agade  aus  dem 
16.  Jahrh.  v.  Chr.,  hat  man  näheren  Aufschluß  über  die  Resultate  ihrer 
Beobachtungen  gewinnen  können.    So  ist  festgestellt  worden,  daß  sie 
den  Tierkreis  kannten  und  daß  sie   das  Jahr  in  12  Monate  zu  je 
30  Tagen,   also  in  360  Tage  einteilten.    Nun  schloß  man  so:  Wenn 
die  Babylonier  sich  vorstellten,  daß  die  Sonne  in  360  Tagen  den  ganzen 
Tierkreis  durchlaufe,  so  mußten  sie  auch  notwendig  zu  der  Ansicht  ge- 
führt werden,  daß  sie  jeden  Tag  einen  Grad  oder  Schritt  weiterrücke, 
also  jeden  Tag  den  360.  Teil  des  ganzen  Umlaufes  zurücklege.    Damit 
war   offenbar    die    Teilung    des    Kreises    in    360°    erklärt,    aber  nach 
Kewitsch*)  auf  unzutreffende  Weise.    Zwar  ist  es  richtig,  daß  die  Baby- 
lonier das  Jahr  in  360  Tage  geteilt  haben,  aber  sie  wußten  genau,  daß 
es  damit  um  5  Tage  zu  kurz  angesetzt  war.    Diese  5  Tage  betrachteten 
sie  als  ein  Geschenk  des  Sonnengottes  und  feierten  sie  dementsprechend, 
indem   sie  alle   Geschäfte  ruhen  ließen  und  Volksbelustigungen  ver- 
anstalteten.   Das  Babylonische  Jahr  zu  360  Tagen  war  also  ein  Rech- 
nungsjahr, ähnlich  dem  unserer  Banken,  aber  nicht  die  Zeit  eines  vollen 
Sonnenumlaufes,  und  damit  fällt  die  genannte   Erklärung.    Kewitsch 
gibt  dafür   eine  andere.     Die  Babylonier  haben  in  ältester  Zeit  das 
Sexagesimalsystem  gehabt  mit  6  als  Grundzahl  und  60  als  höherer 
Einheit.    Dieses  Zahlsystem  finden  wir  bei  all  ihren  Rechnungen,  auf 
ihm  beruht  auch  ihre  Einteilung  des  Tages.    Der  Tag  hat  bei  ihnen 
6  sussu  (je  4  Std.)  =  6  •  60  imdu  (je  4  Min.)  =  6  •  60  •  60  mimmu  (je 
4  Sek.).    Da  aber  die  Sonne  jeden  Tag  einen  Kreis  beschreibt,  so  wurde 
ganz  natürlich  auch  auf  den  Kreis  im  allgemeinen  die  sexagesimale 
Teilung,  insbesondere  den  imdu  entsprechend,  in  360"  übertragen.  Man 
gibt  ohne  weiteres  zu,  daß  diese  Erklärung  mehr  für  sich  hat,  als  die 
erste,  ganz  abgesehen  davon,   daß   sie  Kewitsch  durch  vergleichende 

1)  Cantor  I    S,  92.      Troels - Lund ,    Himmelsbild    und    Weltanscliauung    im 
Wandel  der  Zeiten.     S.  26. 

2)  Cicero,  De  Div.  I,  13.  II,  46.     Plinius,  Eist.  nat.  VII,  57. 

3)  Troels -Lund  S.  25.     Cantor  I,  90. 

4)  Zeitschrift  für  Assyr.  (Bezold)   Bd.  18.   1905.   S.  73.   Unterriclitsbl.f.  Math, 
u.  Naturw.  XV  S.  122.     Weber-Wellstein,  Encyclop.  II  S.  261. 
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Untersuchungen  noch  zu  stützen  weiß.  Gleichwohl  steht  nach  Hoppe  ^) 
auch  diese  Ansicht  auf  schwachen  Füßen,  da  die  Benutzung  der  6  als 
Grundzahl  mit  60  als  höherer  Einheit  nicht  genügend  erklärt  sei.  Er 
meint  vielmehr,  daß  lange  bevor  das  Bedürfnis  vorlag,  den  Kreis  zu 
teilen,  ein  Bedürfnis  vorhanden  gewesen  sei,  Richtungsunterschiede  zur 
Orientierung  festzulegen.  Hierzu  hätte  der  Winkel  des  gleichseitigen 
Dreiecks  gedient,  den  man  sich  jeden  Augenblick  durch  Zusammenlegen 
von  drei  gleichlangen  Zweigen  eines  Baumes  auf  primitivste  Weise 
hätte  verschaffen  können.  Daran  hätte  sich  die  Erkenntnis  angeschlossen, 
daß  die  ganze  Ebene  in  6  solcher  Winkelräume  zerlegt  werden  könne, 
worauf  endlich  durch  Anwendung  des  herrschenden  Dezimalsystems  auf 
den  Normalwinkel  die  Teilung  der  Ebene  in  60  gleiche  Teile  erfolgt  sei. 
Damit  wäre  dann  allerdings  ebenfalls  die  6  als  Grundzahl  mit  der  höheren 
Einheit  60  auf  natürliche  Weise  eingeführt,  und  die  Übertragung  auf 
den  Kreis  sowie  die  weiteren  Teilungen  in  60  Minuten  und  60  Sekunden 
würden  sich  von  selbst  ergeben.  Welche  von  diesen  Ansichten  sich  als 
die  zutreffendere  herausstellen  wird,  muß  abgewartet  werden. 

Das  Sechzigersystem  der  Babylonier,  das  auch  bei  den  Persern  und 
Indern  in  Gebrauch  gewesen  zu  sein  scheint,  wurde  durch  den  Alexander- 
zug auch  nach  dem  Westen  verpflanzt;  es  tauchte  zuerst  in  dem  Buche  des 
Astronomen  Hypsikles  von  Alexandrien  „Von  den  Aufgängen  der  Ge- 
stirne" (avaq)0Qix6s  um  180  v.  Chr.)'^)  auf  und  wurde  dann  von  Klau- 
mus  Ptolemäus  in  seiner  ,. Großen  Zusammenstellung"  {^eyälrj  övvta^Lg 
zw.  125  und  151  n.  Chr.)^)  gelehrt,  die  ja  später  in  der  Bearbeitung  der 
Araber  als  Almagest  die  Weltanschauung  des  Abendlandes  in  erster 
Linie  bestimmte. 

§  2.   Die  Ganßschen  Vielecke. 

Wie  die  vorhergehenden  Zeilen  zeigen,  sind  schon  in  sehr  früher 
Zeit  Kreisteilungen  ausgeführt  worden.  Was  man  ohne  weitere  Hilfsmittel 
auf  diesem  eigenartigen  Gebiete  zu  leisten  imstande  war,  das  war  bei 
den  Pythagoräern,  nachdem  also  noch  kaum  die  Geburtsstunde  der 
eigentlichen  Geometrie  geschlagen  hatte,  bereits  im  wesentlichen  vor- 
handen. Man  kannte  die  Vier-,  Fünf-  und  Sechsteilung  und  die 
daraus  hervorgehenden  weiteren  Teilungen;  da  es  aber  an  einer  Hand- 
habe fehlte,  das  hier  berührte  Gebiet  systematisch  zu  untersuchen,  so 
mußte  die  Frage  offen  bleiben,  ob  dies  schon  alle  mit  Zirkel  und  Lineal 
ausführbaren  Kreisteilungen  seien,  oder  ob  man  hoffen  durfte,  gelegent- 
lich deren  noch  mehr  zu  finden.    Die  Frage  blieb  offen  bis  in  die  neueste 

1)  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  III.  Reihe  15.    S.  304 

2)  Cantor  I,  344.     Bretschneider  182. 

3)  Cantor  I,  388.  Günther,  „Abriß  der  Gesch.  d.  Math.  u.  d.  Naturw.  im  Alter- 
tum" als  Anhang  zu  der  Gesch.  d.  Phil,  von  Windelband  im  Handbuch  der  klass. 
Altertumswissensch.  S.  258. 
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Zeit  hinein,  und  es  gelang  nicht,  die  Zahl  der  konstruierbaren  regel- 
mäßigen Vielecke  auch  nur  um  ein  einziges  zu  vermehren.  Die  Mathe- 
matiker mußten  sich  daher,  wie  etwa  Kepler  indenHarmonices  mundi 
notgedrungen  darauf  beschränken,  die  metrischen  Relationen  der 
Vielecke  zu  untersuchen.  Da  war  es  denn  kein  Wunder,  daß  es  großes 
Aufsehen  erregte,  als  Karl  Friedrich  Gauss  die  Welt  mit  der  Lösung 
des  alten  Problems  überraschte.^)  Als  19 jähriger  Student  machte  er  am 
30.  März  1796  die  Entdeckung,  daß  die  seit  dem  Altertum  bekannten 
Kreisteilungen  tatsächlich  nicht  die  einzigen  seien,  die  man  mit  Zirkel 
und  Lineal  ausführen  könne,  sondern  daß  auch  noch  einige  andere,  vor 
allem  die  Siebzehnteilung,  möglich  seien.  Seine  zahlentheoretischen 
Untersuchungen  führten  ihn  zur  Betrachtung  der  Grleichung  x^  =  1,  und 
er  wies  nach,  daß  die  Lösung  dieser  Aufgabe  geometrisch  der  Teilung 
der  Kreisperipherie  in  n  gleiche  Teile  entspreche.  War  damit  freilich 
das  Problem  auf  ein  ganz  anderes  Gebiet  verschoben  worden,  so  war 
doch  der  Hebel  gefunden,  mit  dessen  Hilfe  es  gelang,  die  Schwierig- 
keiten rein  geometrischer  Erwägungen  aus  dem  Wege  zu  räumen.^) 

Es  soll  hier  nur  ganz  kurz  der  Gedankengang  angedeutet  werden, 
der  sich  an  die  Lösung  der  Gleichung  x^=\  anschließt.  Eine  umfassende 
Darstellung  bietet  das  Buch  von  P.  Bachmann:  Die  Lehre  von  der 
Kreisteilung. 

Die  einzige  reelle  Wurzel,  die  die  Gleichung  x^=l  besitzt,  ist  ü;=  1. 
Hebt  man  sie  weg,  so  bleibt  für  die  andern  n  —  1  Wurzeln  die  eigent- 
liche „Kreisteilungsgleichung" 

a;"-i  +  Ä;«-2-| f-ic-|-l  =  0 

übrig.  Gauß  bemerkt  nun  zunächst,  daß  es  genügt,  n  als  Primzahl 
zu  wählen,  da  man  jede  Teilung  nach  einer  zusammengesetzten  Zahl 
ausführen  kann,  wenn  die  Teilungen  nach  ihren  Primzahlen  möglich 
sind.  Dann  läßt  sich  beweisen,  daß  die  Kreisteilungsgleichung 
irreduktibel  ist,  d.h.  daß  sich  kein  rationaler  Faktor  von  ihr 
abspalten  läßt  und  daß  sie  sich  daher  nicht  auf  Gleichungen  niederen 
Grades  zurückführen  läßt.  Erinnern  wir  uns  jetzt  an  den  schon  auf 
Seite  5  zitierten  Satz,  daß  der  Grad  einer  irreduktibeln  Gleichung,  die 
durch  Quadratwurzeln  lösbar  sein  soll,  unter  allen  Umständen  eine 
Potenz  von  2  sein  muß,  so  ist  klar,  daß  die  Primzahl  n  nur  die 
Form  2"+l  haben  kann.  In  dieser  Form  gibt  es  aber,  wie  sich  aus 
dem  FBRMATSchen  Satze  folgern  läßt,  überhaupt  keine  Primzahlen,  aus- 
genommen wenn  a  selbst  eine  Potenz  von  2  ist.  Das  Resultat  der  Gauß- 
schen  Untersuchung  läßt  sich  also  in  den  Satz  fassen:  Die  Teilung 

1)  Disquisitiones  Arithmeticae.  1801.  Sectio  septima:  De  aequationibus 
circuli  sectiones  definientibus.  In  seinem  Handexemplar  fand  man  die  Rand- 
notiz: Circulum  in  17  partes  divisibilem  esse  geometrice  deteximus  1796  Mart.  30. 

2)  Nach  Gauß  bat  A.  M.  Ampere  die  Siebzebnteilung  des  Kreises  elementar- 
geometrisch  behandelt.     (E.  Catalan,  theoremes  et  problemes  S.  267.) 


Die  Gaußschen  Vielecke  13 

der  Kreisperiplierie  in  w  gleiche  Teile  ist  nur  dann  mit 
Zirkel  und  Lineal  ausführbar,  wenn  n  eine  Primzahl  von  der 
Form  2^'' +  1  ist  oder  wenn  n  aus  solchen  Primzahlen  zu- 
sammengesetzt ist. 

Die  Frage  ist  nun  vor  allem  die,  ob  jede  Zahl  von  der  Form 
n  =  2^''  +  1  eine  Primzahl  ist,  oder  ob  es  unter  ihnen  auch  solche  gibt, 
die  nicht  Primzahlen  sind.  Für  v  =  0  und  v  ==  1  erhält  n  die  Werte  3 
und  5,  führt  also  zu  den  Kreisteilungen,  die  schon  seit  alters  bekannt 
sind.  Für  v  =  2,  3,  4  findet  man  n  =  17,  257  und  65  537,  und  da  sich 
feststellen  läßt,  daß  dies  auch  Primzahlen  sind,  so  ist  die  geometrische 
Teilbarkeit  der  Peripherie  in  17,  257  und  65  537  gleiche  Teile  erwiesen. 
Für  die  ersten  fünf  Werte  von  v  ist  also  n  stets  eine  Primzahl,  und  man 
könnte  sich  verleiten  lassen,  induktiv  zu  schließen,  daß  dies  auch  für 
die  folgenden  Werte  von  v  der  Fall  sein  werde.  In  der  Tat  hat  Feemat, 
wie  Gauß  angibt,  diese  Folgerung  gezogen,  aber  schon  Euler ^)  hat  den 
Irrtum  nachgewiesen,  indem  er  zeigte,  daß  bereits  für  v  =  6  der  Wert 
w  =  4 294967  297  keine  Primzahl  ist,  sondern  den  Teiler  641  besitzt. 
Auch 2)  für  v  =  6  oder  w=  18  446  744  073  709  551  617  und  für  v  =  l 
erhält  man  keine  Primzahlen,  und  für  v=S  u. f.  liegen  jaoch  keine 
Untersuchungen  vor,  doch  ergeben  v  =  12  und  i/  =  23  ebenfalls  keine 
Primzahlen.  Ob  also  für  die  höheren  Werte  von  v  auch  Kreis- 
teilungen möglich  sind,  und  wieviel  dann  im  Ganzen,  das  läßt  sich 
vorläufig  nicht  entscheiden.  Wir  stehen  hier  vor  einer  neuen  Schwie- 
rigkeit der  Kreisteilungslehre,  die  ihrer  Lösung  erst  noch  entgegen- 
sieht. 

Durch  die  Untersuchung  der  Kreisteilungsgleichung  ist  es  also 
möglich,  die  Konstruierbarkeit  des  regelmäßigen  Siebzehnecks,  des  257- 
ecks  und  des  65  537  ecks  nachzuweisen,  und  es  ist  nicht  ausgeschlossen, 
daß  auch  noch  einige  andere  konstruierbare  Vielecke  von  allerdings 
außerordentlich  hoher  Seitenzahl  gefunden  werden  können.  Für  alle 
übrigen  aber  ergibt  sich  gleichzeitig  die  Unmöglichkeit  ihrer 
Herstellung  mit  Zirkel  und  Lineal  allein,  und  jedes  Suchen  nach 
einer  solchen  Zeichnung  muß  nach  Gauß  als  nutzlose  Zeitverschwendung 
bezeichnet  werden. 

Mit  dem  Nachweis  der  Konstruierbarkeit  der  genannten  Vielecke 
war  aber  die  Konstruktion  selbst  noch  keineswegs  gegeben.  Denn  da 
die  Kreisteilungsgleichung  selbst  nicht  reduktibel  ist,  so  gehörte  wieder 
ein  ganz  besonderes  Verfahren  dazu,  um  auf  die  Quadratwurzeln  zu 
kommen,  durch  die  die  Gleichung  lösbar  und  mit  deren  Hilfe  die  Kon- 
struktion ausführbar  sein  sollte.  Auch  dieses  Verfahren  hat  Gauß  er- 
sonnen und  speziell  auf  das  Siebzehneck  angewandt.  Aber  schon  die 
gründliche  Berechnung  des  257  ecks  gestaltete  sich  nach  diesem  Ver- 

1)  Comm.  Petrop.  VI,  104.  2)  Lucas,  Comptes  rendus  1877  b  S.  136. 
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fahren  sehr  kompliziert;  sie  ist  von  Richelot^)  in  vier  Abhandlungen 
ausgeführt  worden,  an  die  sich  dann  noch  eine  Arbeit  von  A.  Fischer^) 
anschloß.  Die  Untersuchung  des  65  537  ecks  erforderte  gar  eine  zehn- 
jährige Tätigkeit,  um  das  Gaußsche  Verfahren  vollständig  durchzuführen 
eine  außerordentliche  Arbeit,  der  sich  Prof.  Hermes  unterzog;  sein  Manu- 
skript wird  im  mathematischen  Seminar  zu  Göttingen  aufbewahrt. 

Damit  ist  die  Theorie  der  geometrisch  konstruierbaren  Vielecke 
vorläufig  abgeschlossen.  Mit  einem  Schlage  war  sie  ihrer  Vollendung 
nahegerückt  worden,  nachdem  seit  2000  Jahren  merkwürdigerweise  kein 
Fortschritt  auf  diesem  Gebiete  zu  verzeichnen  gewesen  war.  Gauß  selbst 
hat  der  Entdeckung  der  neuen  Vielecke  sein  Leben  lang  einen  besonderen 
Wert  beigemessen  und  so  auch  gelegentlich  den  Wunsch  geäußert,  das 
regelmäßige  Siebzehneck  auf  seinem  Grabstein  zu  haben.  Diesem  Wunsche 
hat  man  in  seiner  Vaterstadt  Braunschweig  bei  Errichtung  eines 
Denkmals  am  Fuße  des  Gaußberges  Rechnung  getragen.  Durch  Gauß 
ist  die  Zahl  der  konstruierbaren  Vielecke  mit  einer  Seitenzahl  unter  300 
auf  38  vermehrt  worden.     Es  sind  die  folgenden: 

2,  3,  4,  5,  6,  8,  10,  12,  15,  16,  17,  20,  24,  30,  32,  34,  40,  48,  51,  60, 
64,  68,  80,  85,  96,  102,  120,  128,  136,  160,  170,  192,  204,  240,  255, 

256,  257,  272. 

II.  Geometrisclie  Konstruktion  der  Vielecke. 

§  3.    Konstruktionen  mit  Zirkel  und  Lineal. 

Es  ist  erwähnt  worden,  daß  bereits  bei  den  Pythagoräern  mit  der 
Auffindung  des  Fünfecks  der  Fortschritt  auf  dem  Gebiet  der  regel- 
mäßigen Vielecke  insofern  zum  Stillstand  gekommen  war,  als  es  den 
folgenden  Jahrhunderten  nicht  gelaug,  neue  konstruierbare  Polygone  zu 
entdecken.  Es  blieb  somit  den  Mathematikern  nur  übrig,  den  vorhan- 
denen Stoff  zu  verarbeiten,  die  Konstruktionen  zu  modifizieren  und  die 
Vielecke  ganz  im  allgemeinen  zu  betrachten.  Dazu  ist  zu  bemerken, 
daß  Modifikationen  der  Zeichnungen  insbesondere  aus  zwei  Bedingungen 
entspringen  mußten,  die  man  sich  auferlegen  konnte,  und  von  denen  die 
eine  darin  bestand,  daß  die  Öffnung  des  Zirkels  nicht  verändert 
werden  dürfte,  die  andere  aber  darin,  daß  der  Gebrauch  des 
Lineals  völlig  ausgeschaltet  wurde.  Wollen  wir  also  im  folgenden 
die  verschiedenartigen  Konstruktionen  der  bekannten  Vielecke  zusammen- 
stellen, so  werden  wir  zweckmäßigerweise  diesen  Gesichtspunkt 
der  instrum enteilen  Erzeugungsweise  als  Einteilungsgrund  benutzen 
können  und  zunächst  diejenigen  betrachten,  bei  denen  Zirkel  und 
Lineal  unbeschränkten  Gebrauch  fanden. 

1)  Grelles  Journal  Bd.  9  S.  1.  146.  209.  337. 

2)  Grelles  Journal  Bd.  11  S.  209.  Vgl.  auch  die  Arbeit  von  Schwendenheim, 
Pr.  k.  k.  Staatsgymn.  in  Teschen.     1892,  93. 
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Die  Pythagoräer  kannten  also  das  regelmäßige  Viereck,  Fünfeck 
und  Sechseck.  Wie  weit  man  damals  schon  darüber  hinaus  durch  Ver- 
doppelung der  Seitenzahl  gegangen  ist,  ist  unbekannt.  Besonderes  Inter- 
esse erweckten  diese  abgeleiteten  Vielecke  auch  erst,  als  man  sie  in 
Beziehung  zur  Kreisquadratur  setzte.  Dies  geschah  erstmalig  durch  den 
Sophisten  Antiphon,  einen  Zeitgenossen  des  Hippokrates  (5.  Jahrh.  v.  Chr.), 
von  dessen  Verfahren  wir  durch  ein  z.  T.  wörtlich  (xarä  Xe^lv)  aus- 
gezogenes Referat  über  die  Greschichte  der  Geometrie  und  Astronomie 
des  EuDEMus,  eines  Schülers  des  Aristoteles,  Kenntnis  haben.  Der  Ver- 
fasser dieses  Referates,  Simplizius^),  schreibt  in  seinem  Kommentar  zu 
des  Aristoteles  physica  auscultatio:  „Antiphon  beschrieb  einen  Kreis 
und  verzeichnete  in  demselben  ein  Vieleck  aus  der  Zahl  derer,  die  man 
überhaupt  einschreiben  kann.  Es  sei  dies  z.  B.  das  eingeschriebene 
Viereck.  Indem  er  hierauf  jede  Vierecksseite  halbierte,  zog  er  durch 
den  Schnittpunkt,  senkrecht  auf  dieselbe,  Geradenach  dem  Kreisumfange, 
welche  offenbar  jeden  der  zugehörigen  Kreisabschnitte  halbierten.  So- 
dann zog  er  von  den  (neuen)  Schnittpunkten  nach  den  Endpunkten  der 
Vierecksseiten  Gerade,  so  daß  durch  dieselben  vier  Dreiecke  entstanden 
und  die  ganze  eingeschriebene  Figur  ein  Achteck  ward.  Auf  dieselbe 
Weise  halbierte  er  wiederum  jede  Seite  des  Achtecks,  errichtete  in  den 
Halbierungspunkten  derselben  Senkrechte  bis  an  den  Kreisumfang,  ver- 
band die  durch  sie  auf  den  Kreisbogen  erhaltenen  Schnittpunkte  durch 
Gerade  mit  den  Endpunkten  der  Seiten  und  erhielt  somit  das  eingeschrie- 
bene Sechzehneck.  Indem  er  nun  auf  die  nämliche  Art  die  Seiten  des  ein- 
geschriebenen Sechzehneckes  teilte  und  durch  das  Ziehen  von  Geraden 
das  eingeschriebene  Vieleck  verdoppelte  und  dies  immerfort  wiederholte, 
bis  dadurch  die  Kreisfläche  völlig  erschöpft  wurde,  —  so  behauptete  er, 
daß  auf  solche  Art  dem  Kreise  ein  Vieleck  werde  eingeschrieben  werden, 
dessen  Seiten  ihrer  Kleinheit  halber  mit  dem  Kreisumfange  zusammen- 
fallen würden."  Da  ausdrücklich  erwähnt  wird,  daß  man  von  jedem  der 
bekannten  Vielecke  ausgehen  könne,  so  entnehmen  wir  diesem  Zitat 
die  Gewißheit,  daß  im  5.  Jahrh.  v.  Chr.  auch  alle  abgeleiteten  Vielecke 
wirklich  konstruiert  worden  sind.  Die  Methode  der  Bogenhalbierung 
findet  sich  übrigens  genau  so  bei  Euklid  wieder,  der  im  30.  Satz  des 
III.  Buches  der  Elemente  ebenfalls  die  Senkrechten  im  Mittelpunkt  der 
Sehne  zeichnet,  und  unterscheidet  sich  nur  durch  die  Auffassung  von 
der  Vorschrift  der  Halbierung  des  Zentriwinkels. 

Heeon  von  Alexandrien  (um  100  v.  Chr.)^)  konstruierte  das  regel- 
mäßige Achteck  aus  dem  Quadrat.  Er  schlug  um  die  Ecken  des  Qua- 
drates Kreisbogen  mit  der  halben  Diagonale  als  Radius  und  bestimmte 
deren  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  des  Quadrates  (Fig.  6).  Man  sieht 
sofort,  daß  z.B.  AASFr^  ASEF  ist,   und  daß  daher  ^FSE^iö"^ 


1)  Bretschneider  S.  99ff.         2)  Buch  vom  Landbau,  ysrjTtoviKov  ßißXiov. 
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sein  muß.  Ferner  folgert  man  aus  der  Winkelsumme  des  Vierecks  FBGS, 
daß  <^  GSF  ebenfalls  45°  beträgt.  Die  Fläche  um  S  herum  ist  also 
wirklich  in  8  gleiche  Teile  zerlegt  und  EFGHIKLM  ist  ein  regel- 
mäßiges Achteck.  Verlängert  man  die  Seiten  ME,  F  G,  HI  und  KL 
bis  zum  Schnitt  mit  dem  umbeschriebenen  Kreis  des  Vierecks  J.  5(7 D,  so 
erhält  man  ein  neues  regelmäßiges  Achteck,  das  aus  zwei  sich  kreuzenden 
Quadraten  zusammengesetzt  erscheint,  eine  Figur,  die  lauge  vor  Heron 
als  ägyptisches  Grewebemuster  häufige  Verwendung  fand  (Fig.  7).^) 
Kehren  wir  von  den  abgeleiteten  zu  den  einfachen  Vielecken  zurück, 
so  wird  sich  das  Hauptinteresse  auf  die  Konstruktion  des  Fünfecks 
konzentrieren.  Die  Zeichnung  des  Quadrates  aus  4 

zwei  zueinander  senkrechten  Durchmessern  und 
die  des  Sechsecks  aus  dem  Radius  des  Umkreises     F/ 
boten  dem  Geometer  viel  zu  wenig  Schwierig- 

A         F  FS 


Fig.  7. 


keit  und  waren  schon  zu  alt,  als  daß  man  hier  das  Bedürfnis  nach 
Variation  des  Verfahrens  hätte  haben  können.  Auch  die  Sechsecks- 
konstruktion Euklids  (IV,  15)  kann  man  kaum  als  selbständige  Abände- 
rung gelten  lassen.  Denn  wenn  Euklid  das  Sechseck  aus  drei  Durchmessern 
entstehen  läßt  (Fig.  8),  deren  drei  benachbarte  Endpunkte  er  durch  Ein- 
tragen des  Radius  als  Sehne  in  den  Kreis  festlegt,  so  ist  dies  eben  im 
Grunde  genau  dieselbe  Konstruktion,  die  wir  schon  den  Babyloniern  haben 
zuschreiben  müssen  und  auf  die  er  auch  selbst  in  einem  Zusatz  hinweist. 
Von  den  Konstruktionen  des  Fünfecks  nun  ist  offenbar  die  älteste 
diejenige,  die  Euklid  in  den  Elementen  lehrt.  Ob  sie  genau  in  dieser 
Form  von  den  Pythagoräern  stammt,  läßt  sich  nicht  entscheiden,  zumal 
eine  Schwierigkeit  insofern  besteht,  als  sich  der  dabei  zur  Verwendung 
kommende  Satz  vom  Peripheriewinkel  noch  nicht  einmal  bei  Hippokrates 
VON  Chios  als  bewußte  Erkenntnis  nachweisen  läßt.^)  Eigentümlich  ist 
andrerseits,  daß  die  stetige  Teilung  einer  Strecke  schon  im  zweiten 
Buch  der  Elemente,  die  Konstruktion  des  Fünfecks  im  vierten  Buch  be- 
handelt wird,  während  die  Definition  und  nähere  Untersuchung  der  stetigen 

1)  Cantor,  Vorl.  I,  66.  372.     Dieselbe  Konstruktion  findet  sich  in  der  Geo- 
metria  deutsch.     Cantor  II,  414. 

2)  Bretschneider  132  f. 
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Teilung  erst  im  sechsten  und  dreizehnten  Buche  erfolgt.  Nach  Bret- 
schneiders  Ansicht^)  kommt  hier  die  zeitliche  Folge  in  der  Entwicklung 
des  goldenen  Schnittes  zum  Ausdruck,  und  wir  dürfen  daher  doch  vielleicht 
jene  Konstruktion  des  Fünfecks  als  eine  altüberlieferte  ansehen.  Sie  wird 
von  Euklid  (IV,  11)  zurückgeführt  auf  die  Zeichnung  eines  Dreiecks, 
das  die  von  einem  Eckpunkte  Ä  nach  den  Endpunkten  CD  der  gegen- 
überliegenden Seite  gezogenen  Diagonalen  mit  der  Seite  selbst  bilden 
(Fig.  9).  Dieses  Dreieck  ist  gleichschenklig  und  hat  die  Eigenschaft, 
daß  jeder  Basiswinkel  doppelt  so  groß  ist,  als  der  Winkel  an  der  Spitze. 
Soll  es  konstruiert  werden,  so  hat  man  nach  der  unmittelbar  vorher- 

A 


.;,'---S 


IV 


i   -R 


M 


i'ig.y. 


Kg.  10. 


Fig.  11. 


gehenden  Aufgabe  10  die  Basis  gleich  dem  größeren  Abschnitte  des 
stetig  geteilten  Schenkels  zu  machen  und  die  Teilung  nach  dem  im 
zweiten  Buch  11.  Satz  angegebenen  Verfahren  zu  bewerkstelligen.  Euklids 
Konstruktion  ist  also  kurz  die  folgende:  Man  zeichnet  eine  Strecke  MN 
(Fig.  10)  und  zu  ihr  rechtwinklig  die  gleiche  Strecke  MQ.  Schlägt  man 
um  den  Mittelpunkt  R  von  M  Q  den  Kreis  mit  Radius  BN,  der  die 
Verlängerung  von  QM  in  S  trifft,  und  um  M  den  Kreis  mit  Radius  MS, 
der  MN  in  T  trifft,  so  ist  MT  der  goldene  Abschnitt  von  MN  Der 
Beweis  wird  von  Euklid  mit  Hilfe  von  Flächensätzen  gegeben;  man  sieht 
aber  leicht  ein,  daß  die  Konstruktion  im  wesentlichen  mit  der  überein- 
stimmt, die  uns  allen  aus  den  Lehrbüchern  der  Geometrie  wohlbekannt 
ist  und  in  dieser  Form  nach  dem  Bericht  des  arabischen  Geometers 
Alnaieizi  (f  922/23)  von  Heron  von  Alexandrien  gegeben  wurde.  Hierbei 
verfährt  man  ja  so,  daß  um  R  der  Kreis  mit  RM  geschlagen  und  RN  o-e- 
zogen  wird,  worauf  der  äußere  Abschnitt  dieser  Strecke  auf  NM  über- 
tragen wird.  Wegen  der  konzentrischen  Kreise  um  R  ist  aber  eben 
dieser  äußere  Abschnitt  dieselbe  Strecke  wie  MS.  —  Euklid  zeichnet  nun 
weiter  ein  gleichschenkliges  Dreieck  mit  der  Basis  MT  und  dem  Schenkel 
MN  und  beschreibt  in  den  gegebenen  Kreis  ein  diesem  Dreieck  gleich- 
winkliges ÄCD  mit  Hilfe  des  Satzes  vom  Sehnentangentenwinkel  ein 
(Fig.  1 1 ).  Schließlich  werden  noch  die  Winkel  bei  C  und  D  durch  CJE  und 

1)  Bretschneider  S.  87. 

Mitzsoherling:  Problem  der  Kreisteilting  o 


18 


All.  Geometrisclie  Konstruktion  der  Vielecke 


DB  halbiert,  worauf  die  Fünfteilung  beendet  ist.  Bemerkenswert  ist,  daß 
Euklid  in  der  Figur  zur  10.  Aufgabe,  die  das  erwähnte  gleichschenklige 
Dreieck  zu  zeichnen  fordert,  bereits  das  Zentraldreieck  des  Zehnecks  fix  und 
fertig  hat,  ohne  daß  er  darauf  hinweist  oder  diese  Tatsache  benutzt.  —  Im 
Anschluß  hieran  lehrt  Euklid  die  Konstruktion  des  Fünfzehnecks  mit 
Hilfe  des  Dreiecks  und  des  Fünfecks  (IV,  16).  Hat  man  nämlich  (Fig.  12) 

AC  =  ^  ymA  AB  = -r   der  Peripherie   gefunden,   so    ist    die    Differenz 

BC  =  —^  Peripherie  und  braucht  nur  halbiert  zu  werden,  damit  BE  = 
15 

EC  =  :r-  Peripherie  wird.    Dasselbe  Verfahren  findet  man  bei  Albrecht 

Dürer ^)  wieder,  es  wird  aber  in  unsern  Lehr- 
büchern gewöhnlich  ersetzt  durch  die  Konstruk- 
tion aus  dem  Radius  und  der  Zehnecksseite  nach 
der  Gleichung 

1_Jl_Jl. 

6"       IQ  —  lö' 

Die  zweite  Fünfeckskonstruktion  wird  von 
KlaudiusPtolemäus  im  Almagest^)  auseinander- 
gesetzt und  erscheint  ebenfalls  bei  Albeecht 
Dürer ^)  wieder.  Sie  verwendet  sehr  geschickt 
einen  Lehrsatz  des  Euklid  (Elem.  XIII,  10), 
wonach  die  Fünfecksseite  mit  der  Zehnecks- 
seite und  dem  Radius  des  Umkreises  ein  recht- 
winkliges Dreieck  bildet,  dessen  Hypotenuse  die 
Fünfecksseite  ist.  Da  es  gelingt,  durch  einen 
einzigenKreisbogendiesesrechtwinklige  Dreieck 
zu  finden,  so  hat  man  die  Fünfecks-  und  die 
Zehnecksseite  mit  einem  Schlage.  Man  zeichne 
(Fig.  13)  in  dem  gegebenen  Kreise  zwei  senk- 
rechte Durchmesser  AB  und  CD,  die  sich  in  Jf 
schneiden.  Ist  m  der  Mittelpunkt  des  Radius 
MD  und  schlägt  man  um  m  einen  Kreisbogen  mit  dem  Radius  mA, 
so  erhält  man  auf  MC  den  Punkt  E,  und  AAEM  ist  das  gesuchte 
rechtwinklige  Dreieck,  AE  also  die  Fünfecksseite  und  EM  die  Zehn- 
ecksseite. Daß  EM  wirklich  der  goldene  Abschnitt  vom  Radius  ist,  er- 
kennt man,  wenn  man  um  w  den  Kreis  mit  Radius  mM  schlägt  und 
Am  zieht.  Nach  der  bekannten  Konstruktion  des  goldenen  Schnittes 
ist  dann  AF  der  goldene  Abschnitt  des  Radius  AM,  und  da  AE  und 
EM  konzentrische  Bogen  sind,  muß  auch  EM==AF  sein.  Wie  man 
besonders  aus  Fig.  13  erkennt,  ist  dieser  von  Ptolemäus  eingeschlagene 

1)  Underweysung  der  messung  mit  dem  zirkel  und  richtscheyt.    IL  Buch. 
Figur  17. 

2)  I.  Buch,  9.  Kapitel.  3)  Underweysung  II,  Figur  15. 
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Weg  im  Grunde  dem  des  Euklid  sehr  nalie  verwandt,  doch  sind  alle 
Umständlichkeiten  vermieden  und  mit  bewundernswertem  Scharfblick 
ist  der  Kern  aus  Euklids  Methode  herausgeschält. 

Hierzu  gesellt  sich  nun  noch  eine  dritte  moderne  Methode,  die  im 
Anschluß  an  die  Siebzehneckskonstruktionen  aus  algebraischen  Er- 
wägungen hervorgegangen  ist  und  von  Serbet- Bachmann  ^)  angegeben 
wurde.  Man  zeichnet  wieder  (Fig.  14)  zwei  senkrechte  Durchmesser  ^jS 
und  CD  in  dem  Kreise  um  0  und  legt  in  A  und  D  die  Tangenten  SA 
und  SD  an  ihn.  Man  halbiere  AS  in  JE  und  schlage  um  E  den  Kreis 
mit  Radius  EO,  der  die  Tangente  A  in  i^  und  F'  treffen  möge.  Man 
sieht  sofort,  daß  Dreieck  AOF  das  Ptole- 
mäische Dreieck  darstellt,  also  ^-Fdie  Zehnecks- 
seite sein  muß.  Indem  man  nun  B  mit  F  und 
F'  verbindet  und  in  den  Schnittpunkten  G 
und  G'  mit  dem  Durchmesser  CD  auf  diesem 
die  Senkrechten  errichtet,  erhält  man  vier 
Punkte  HIKL  auf  dem  Kreis,  die  mit  C  das 
gesuchte  Fünfeck  bilden.    Da  nämlich  AF  die 

Zehnecksseite    ist,    also    AF  =  2  co& -r-  bei 
'  o 

AO  =  l   sein  muß   (J.P'  =  2cos-^V   so  ist 

Oö  =  cos  ^l"  und  daher  «^  007=  ^(70£r  =  ^ 

oder  07=  CH  die  Fünfecksseite. 

Alle  mit  Zirkel  und  Lineal  ausführbaren  Konstruktionen  können 
auch  dann  noch  gelöst  werden,  wenn  man  festsetzt,  daß  dabei  die  Öff- 
nung des  Zirkels  nicht  verändert  werden  darf.  Durch  dieses  Verlangen 
entsteht  eine  Geometrie  mit  „unverrückter  Zirkelöffnung"? 
die  man  als  eine  Art  Vorstufe  zu  der  Geometrie  Jakob  Steinebs  (§  4) 
ansehen  darf.  Aus  einer  Andeutung  des  Pappus^)  ist  zu  entnehmen,  daß 
vielleicht  schon  die  Griechen  ein  mehr  oder  weniger  ausgebildetes  Sy- 
stem derartiger  Konstruktionen  kannten.  Jedenfalls  haben  die  von  den 
Griechen  abhängigen  Araber  diese  Methode  gepflegt,  und  es  sind  uns 
speziell  von  Abü'l  Wafa  (940 — 998)  aus  einem  persischen  Manuskript 
eine  Reihe  von  Lösungen  bekannt  geworden,  bei  denen  die  genannte 
Einschränkung  teils  stillschweigend  befolgt,  teils  ausdrücklich  zur  Be- 
dingung gemacht  wird.^)  Im  dritten  Kapitel  dieses  Vorlesungsheftes 
finden  wir  sie  angewandt  auf  die  regulären  Polygone.    Das  Quadrat 


I'ig.  14. 


1)  Bacliinann,  Lehre  von  der  Kreisteilung  S.  61. 

2)  Pappus  (ed.  Hultsch)  pag.  1074,  Z.  11.  Vgl.  auch  M.  Kutta,  Zur  Ge- 
schichte der  Geometrie  mit  konstanter  Zirkelöffnung.  Acta  Leopold.  Bd.  71 
Nr.  3  S.  74. 

3)  Recherches  sur  l'histoire  des  sciences  math^matiques  ches  les  Orientaux 
etc.  par  M.  F.  Woepcke.     Journal  Asiatique  1855  S.  218—256,  309 — 360. 
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wird  auf  nicht  weniger  als  fünf  verscliiedene  Weisen  dem  Kreis  ein- 
besclirieben,  oline  daß  dabei  dieZirkelöffnung  verändert  wird.  Das  Fünf- 
eck wird  zunäcbst  nach.  Ptolemäus,  dann  aber  auf  folgende  Art  ge- 
zeichnet, die  mehr  an  Euklid  erinnert.  Man  schlage  (Fig.  15)  mit  der 
gegebenen  Zirkelweite  einen  Kreis  um  Ä,  ziehe  den  Radius  AB,  er- 
richte in  B  die  Senkrechte  BC  auf  AB  und  mache  BC  =  AB.  Ver- 
binde G  mit  der  Mitte  D  von  AB,  trage  DS  =  AB  auf  J) G  ab,  zeichne  zu 

DS  die  Mittelsenkrechte  KE,  und  be- 
stimme M  so,  daß  AM  =  EM  =  AB  ist. 
Ziehe  BM  und  trage  auf  der  Verlängerung 
von  BM  die  Strecken  MZ  =  AB  ab. 
Verbinde  Z  mit  A,  die  Strecke  .Ausschneide 
den  Kreis  in  G,  dann  ist  BG  die  gesuchte 
Fünfecksseite.  Verlängert  man  MA  rück- 
wärts bis  m  und  halbiert  die  Bögen  mG 
und  mB,  so  sind  alle  Eckpunkte  gefunden 
Der  etwas  umständliche  Beweis  (Woepcke 
a.  a.  0.)  geht  von  der  Kongruenz  der 
Dreiecke  DBG  und  DKE  aus.  Da 
DG  =  DE  ist,  so  findet  man 

DB'  =  {DE  +  DB)  {DE  -  DB)  =AEBE 

Fällt  man  ferner  das  Lot  MB  auf  AE,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Beziehungen: 


A]^  =  DG'-DB'  =  DE' 


mb'-bp=me'-pe'=^ab'-pe^  =  ae-be-pe^ 

==^2'{EB+BP)EB-(EB-{-BPy  =  EB'-BP', 

und  daher  muß  MB  =  EB  sein.  Die  Figur  enthält  also  vier  gleich- 
schenklige Dreiecke,  nämlich  AMB,  AME,  MBE  und  AMZ,  und  man 
leitet  daraus  die  gesuchten  Winkelgleichungen  ab: 

^MAB  =  ^MEA  =  ^BME=\,    ■^MBA  =  ^BMA^2 

'^''^  ^  MZA  =  ^  MAZ  =  1. 

Der  Winkel  BAG  ist  also  wirklich  12^  und  der  Winkel  BAM  =^  36'^, 
BG  demnach  die  Fünfecks-  und  BM  die  Zehnecksseite.  Die  zuletzt 
bemerkte  Tatsache  nutzt  Abü'l  Wafä  noch  zu  einer  kleinen  Abänderung 
der  besprochenen  Konstruktion  aus,  indem  er,  statt  den  Punkt  Z  zu 
suchen,  bei  der  Bestimmung  von  M  beide  Schnittpunkte  M  und  L  der 
Kreise  um  E  und  A  angibt.    ML  ist  dann  ebenfalls  die  Fünfecksseite. 

Außer  den  Konstruktionen  der  gewöhnlichen  Vielecke  mit  unver- 
änderlicher Zirkelöffnung,  die  hier  nicht  weiter  erörtert  werden,  bietet  Abü'l 
Wafä  auch  Näherungskonstruktionen,  auf  die  wir  in  §  8  zurückkommen. 

Die  Geometrie  mit  derselben  Zirkelweite  fand  im  15.  und  16.  Jahr- 
hundert in  Italien  einzelne  hervorrao-ende  Vertreter  —  wir  nennen 
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LioNABDO  DA  Viisrci,  SciPiONE  DEL  Ferro,  Taetaglia,  Fbrrari  — ,  aber 
auch  in  Deutschland  wurde  sie  gepflegt,  wie  aus  der  Geometria 
deutsch  und  der  Underweysung  Albkecht  Dürers  ersichtlich  ist. 
Indessen  hat  sie  nirgends  eine  besondere  Bedeutung  erlangt  und  blieb 
eine  mehr  oder  weniger  interessante  Spielerei. 
Unter  ihren  Anwendungen  auf  das  Kapitel  der 
regelmäßigen  Vielecke,  soweit  sie  nicht  Näherungs- 
konstruktionen und  daher  später  zu  besprechen 
sind,  soll  nur  noch  einer  Zeichnung  von  Lionardo 
DA  Vinci  gedacht  werden,  in  der  mit  wenigen 
Linien  eine  ganze  Reihe  von  Polygonseiten  ge- 
funden werden.  Um  d  als  Mittelpunkt  (Fig.  16) 
schlägt  man  den  Kreis  mit  dem  gegebenen  ßadius. 
Man  wähle  dann  einen  beliebigen  Punkt  a  der 
Peripherie  und  schlage  den  Bogen  hdc.  Schließlich  verbinde  man  h 
mit  c  durch  eine  Gerade,  schlage  um  &  den  Bogen  da  und  ziehe  die 
Strecke  de  f.   Dann  ist  ohne  weiteres  klar,  daß 

arc  ah 


1 

arc  ac  =  — 

o 

Per 

ipherie 

,        1 

arc  oc  =  -g- 

V 

arc  de  ==j^ 

}} 

aYCcf=- 

V 

^^^^f  =  Vl 

}} 

§  4.  Steinersche  Konstruktionen. 
Soll  jetzt  der  Gebrauch  des  Zirkels  noch  weiter  eingeschränkt 
werden,  als  es  zu  Ende  des  vorigen  Paragraphen  geschehen  ist,  so  ge- 
langen wir  zu  den  Steinerschen  Konstruktionen.  In  der  berühmten  Ab- 
handlung „Die  geometrischen  Konstruktionen,  ausgeführt 
mittelst  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises"  (1833)^) 
wies  Jakob  Steiner  den  schon  vorher  von  anderer  Seite  als  Vermutung 
ausgesprochenen  Satz  nach,  daß  alle  Konstruktionen,  die  sich  mit  Zirkel 
und  Lineal  ausführen  lassen,  auch  ausgeführt  werden  können  mittelst 
des  Lineals  allein,  sobald  in  der  Ebene  irgendein  fester  Hilfskreis  ge- 
geben ist.  Die  letztere  Bedingung  ist  dabei  notwendig,  und  zwar  muß 
noch  hinzugefügt  werden,  daß  auch  der  Mittelpunkt  des  Kreises  bekannt 
sein  muß,  wenn  die  Behauptung  gerechtfertigt  sein  soll.  Zwar  läßt  sich 
auch  eine  Anzahl  von  Aufgaben  allein  mit  Hilfe  des  Lineals  erledigen, 
doch  läßt  sich  nicht  bei  allen  der  Zirkel  völlig  vermeiden. 

1)  Ostwalds  Klassiker  Nr.  60. 
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Die  Steinersclien  Konstruktionen  erfordern  mehrere  Hilfssätze,  von 
denen  zunächst  einige  als  für  das  Folgende  wichtig  zu  besprechen  sind. 
Satz  des  Ceva.  In  der  Lehre  von  den  Transversalen  wird  der  Satz 
bewiesen,  daß  drei  sich  in  einem  Punkt  schneidende  Ecktransversalen 
eines  Dreiecks  die  gegenüberliegenden  Seiten  so  teilen,  daß  das  Pro- 
dukt der  drei  Teilverhältnisse  immer  gleich  1  ist.  Wenn  z.B.  ÄX,  BY, 
Gz  die  Transversalen  sind,  die  sich  inZ)  schneiden  (Fig.  17),  so  muß  also 

AZ    BX    CT ^ 
BZ'  CX'  AY~^ 

sein.     Dieses  Produkt  reduziert   sich  für  den  Fall,  daß  Z  der  Mittel- 
punkt von  AB  ist,  auf 


BX    GY 
CX'  AY 


-h 


das  auch  in  die  Form 


BX      AY 


CX       GY 

gebracht  werden  kann,  und  man  sieht,  daß  dann  nach  dem  Proportional- 
lehrsatz die  Verbindungslinie  XY  II  AB  seiu  muß.  Auf  diesen  Spezialfall 
des  Cevaschen  Satzes  gründen  sich  die  beiden  folgenden  Aufgaben. 
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X         '^ 

\ 

B  D' 

Fig.  19. 

I.  Zu  einer  beliebigen  Strecke  AB,  deren  Mittelpunkt  Z  bekannt  ist, 
soll  durch  einen  beliebigen  Punkt  X  die  Parallele  gezogen  werden  (Fig.  18). 

Man  verbindet  B  mit  X,  A  mit  X  und  einen  beliebigen  Punkt  G 
von  BX  mit  Z  und  A.  Ist  D  der  Schnittpunkt  von  GZ  und  AX,  so 
hat  man  nur  noch  die  Gerade  durch  B  und  D  zu  ziehen  und  deren  Schnitt- 
punkt Y  auf  ^(7  mit  X  zu  verbinden.    XY  ist  die  gesuchte  Parallele. 

II.  Eine  Strecke  AB,  zu  der  eine  Parallele  gezogen  ist,  soll  halbiert 
werden  (Fig.  18). 

Man  verbinde  irgendeinen  Punkt  G  mit  A  und  B.  Schneiden  die 
Verbindungslinien  GA  und  GB  die  Parallele  zu  AB  in  Y  und  X  und 
zieht  man  AX  und  BY,  die  sich  in  D  treffen,  so  halbiert  GD  die 
Strecke  AB  m  Z. 

An  diese  Aufgaben  schließt  sich  sofort  noch  eine  dritte  an: 

III.  Eine  gegebene  Strecke  AB,  zu  der  eine  Parallele  bekannt  ist, 
soll  wmal  so  groß  gemacht  werden  (Fig.  19). 


Steinersclie  Konstruktionen 


23 


Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  C  eine  dritte  Parallele  zu 
den  beiden  gegebenen  und  verbinde  C  mit  Ä  und  B.  Schneiden  CA 
und  CB  die  zweite  Parallele  in  a  und  h,  so  ziehe  man  Ba^  wodurch 
man  auf  der  Parallelen  durch  C  den  Punkt  D  erhält.  Die  Verbindungs- 
linie Dl)  treffe  AB  in  einem  Punkte  D',  dann  ist  offenbar  BD'  =AB 
(Proportionallehrsatz)  und  AD' =  2  AB.  Die  gegebene  Strecke  AB  ist 
somit  verdoppelt. 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren  von  D'  aus,  so  erhält  man 
D'JE'=  AB  und  die  gegebene  Strecke  ist  verdreifacht  usw.  Selbstver- 
ständlich kann  man  auch  jedesmal  wieder  einen  neuen  bequem  gelegenen 
Punkt  C  auf  der  dritten  Parallelen  annehmen. 

Hiernach  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  alle  Teilungen  des  Kreises 
nur    mit    dem 
Lineal     auszu- 
führen. 

Wir  zeigen 
zunächst,  daß 
man  jeden 
Zentriwinkel 
AMB  halbie- 
ren, also  aus  je- 
dem w-Eck  ein 
2*«-Eck  machen 
kann.  Man  ver- 
längere z.B.  die 
Schenkel  des 
Winkels  rück- 
wärts (Fig.  20), 

sodaß  die  ^^ 

Durchmesser  AA'  und  BB'  entstehen.  Dann  werden  die  Geraden  AB 
und  A'B'  einander  parallel  sein;  wendet  man  also  IL  an,  so  kann  man 
den  Mittelpunkt  von  AB  finden,  worauf  die  Verbindungslinie  dieses 
Mittelpunktes  mit  M  die  gesuchte  Halbierungslinie  ist. 

Jetzt  soll  dem  Kreis  ein  Quadrat  einbeschrieben  werden.  Man  ziehe 
einen  beliebigen  Durchmesser  AB  (Fig.  21)  und  mit  Hilfe  von  L  eine 
parallele  Sehne  EF,  was  möglich  ist,  da  der  Mittelpunkt  jedes  Durch- 
messers als  Mittelpunkt  des  Kreises  bekannt  ist.  Nun  ziehe  man 
AE  und  BF  und  lege  durch  ihren  Schnittpunkt  S  die  Gerade  80,  die 
den  Kreis  in  C  und  D  schneide.  Es  werden  dann  CD  und  AB  zwei 
aufeinander  senkrechte  Durchmesser  sein,  also  ein  Quadrat  bestimmen. 

Halbiert  man  ferner  nach  H.  die  Strecken  AO  und  BO,  wozu  man 
nur  wenig  neue  Linien  braucht,  in  M  und  N  und  zieht  nach  I.  durch 
M  und  N  die  Parallelen  zu  CD,  so  bestimmen  diese  auf  dem  Kreise 
vier  Punkte,  die  mit  J.und  J5  ein  regelmäßiges  Sechseck  bilden  (Fig.  22). 
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Der  Konstruktion  des  Fünfecks  endlicli  kann  man  genau  das  von 
Serret-Baclimann  abgeänderte  Verfahren  des  Ptolemäus  (S.  19)  zugrunde 
legen.  Man  geht  also  wieder  von  dem  Quadrat  ÄBGD  aus  (Fig.  23) 
und  zieht  durch  A  und  D  die  Parallelen  zu  CD  und  AB,  erhält  also 
die  Tangenten  SA  und  SD.  Man  halbiere  dann  AS  in  E  (IL)  und  ziehe 
den  durch  E  gehenden  Durchmesser  BB'.    Es  werden  dann  DB  und 

CB'      parallel 
sein,       ebenso 
CB  und  DB', 
und  man  kann 
durch  Anwen- 
1^  düng    von    IL 
sowohl  i)JR  als 
auch   CB  hal- 
bieren,       wo- 
durch man  OF 
und    OF'    be- 
kommt.     Man 
sieht  leicht  ein, 
daß  wie  früher 
EO  =  EF  ist, 
wenn  man  sich 
bei  D  den  vier- 
ten Punkt  ge- 
zeichnet denkt, 
der  EFO  zu  einem  Parallelogramm 
ergänzt.      Nun    verbindet    man    nur 
noch  B  mit  F  und  F'  und  zieht  durch 
die  Schnittpunkte    G    und  G'   dieser 
Fig.  24.  Verbindungslinien  mit  CD  die  Paral- 

lelen zu  AB,  wodurch   man   die  ge- 
suchten Eckpunkte  des  Fünfecks  erhält. 

Weit  bequemer  gestaltet  sich  dieselbe  Konstruktion  nach  v.  Staubt^) 
und  Schröter.^)  Nachdem  man  (Fig  24)  die  beiden  aufeinander  senk- 
rechten Durchmesser  AB  und  CD  gezogen  hat,  legt  man  in  Z>,  C  und 
A  die  Tangenten  Cc,  SA  und  SD  (I.)  an  den  Kreis.  Auf  der  Tangente 
in  C  macht  man  Cc  =  2AB  (HL)  und  zieht  Sc.  Verbindet  man  nun 
noch  C  mit  den  Schnittpunkten  NN^  von  Sc  mit  dem  Kreis  und  treffen 
diese  Verbindungslinien  J. 5  in  n  und  w^^,  so  bestimmen  die  Senkrechten  in 
n  und  %  auf  AB  zusammen  mit  A  das  gesuchte  Fünfeck.  Der  Beweis  er- 
gibt sich  sehr  leicht  aus  dem  auf  S.  36  auseinandergesetzten  Verfahren 
der  Konstruktion  von  Quadratwurzeln  mit  Hilfe  des  Steinerschen  Kreises, 


1)  Grelles  Journal  Bd.  24,  S.  251. 


2)  Grelles  Journal  Bd.  75,  S.  24. 
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wenn  man  sich,  vergegenwärtigt ,  daß  nach  S.  12  die  Fünfecksseite  ab- 
hängig ist  von  der  Gleichung  x^ -\-  x^ -h  x^  +  x  +  1  =  0,  die  als  rezi- 
proke Gleichung  auf  die  Form  2^  +  0  —  !■=  0  gebracht  werden  kann. 
In  den  einleitenden  Bemerkungen  zu  der  erwähnten  Abhandlung 
hebt  Steiner  hervor,  daß  seine  Untersuchungen  eine  Art  Gegenstück 
bilden  zu  der  damals  schon  vorhandenen  Geometrie  Mascheronis,  die  nur 
den  Zirkel  benutzt.  Während  diese  den  praktischen  Zweck  verfolgt, 
den  Mechaniker  insbesondere  bei  der  Anfertigung  astronomischer  In- 
strumente zu  unterstützen,  so  hofft  Steiner,  daß  Ingenieure  und  Feld- 
messer aus  seiner  Methode  nicht  geringeren  Nutzen  ziehen  werden.  Den 
Vorzug  scharfsinniger  Begründung,  den  Steiner  dem  Werke  des  Ita- 
lieners nachrühmt,  dürfen  jedenfalls  beide  für  sich  in  Anspruch  nehmen. 

§  5.   Mascheronische  Koiistriiktioneu. 

Im  Jahre  1797  veröffentlichte  Lorenzo  Mascheroni  zu  Pavia  die 
„Geometrie  des  Zirkels"  (La  Geometria  del  Compasso),  in  der  er 
sich  die  Aufgabe  gestellt  hatte,  „vermittels  des  Zirkels  allein, 
ohne  Hilfe  des  Lineals  die  Punkte  zu  bestimmen".  Er  bemerkt 
dazu  speziell  bei  den  Kreisteilungen,  daß  seine  Methode  „weit  förder- 
licher, weit  bequemer  und  weit  genauer  sei,  als  die  Methode  der  Alten". 
Seine  genialen  Ideen  kommen  also  in  erster  Linie  dem  Mechaniker 
zugute,  für  den  die  möglichste  Exaktheit  der  Zeichnungen  Haupt- 
bedingung ist.  Aber  sie  sind  auch  theoretisch  von  größtem  Interesse 
und  nehmen  durch  ihre  Eleganz  ein.  Napoleon  L,  der  während  des 
Italienischen  Feldzuges  mit  Mascheroni  zusammentraf,  griff  sie  so- 
fort auf  und  übermittelte  sie  nach  dem  Friedensschluß  von  Campo- 
Formio  den  französischen  Gelehrten,  die  er  damit  in  höchstes  Erstaunen 
versetzte. 

Es  ist  leicht  verständlich,  daß  jede  Konstruktion,  die  sich  mit 
Zirkel  und  Lineal  ausführen  läßt,  auch  mit  dem  Zirkel  allein  ausgeführt 
werden  kann.  Denn  da  mittels  der  Transformation  durch  reziproke 
Radien  im  allgemeinen  jeder  Kreis  wieder  in  einen  Kreis  und  auch  jede 
Gerade  in  einen  Kreis  übergeführt  werden  kann,  so  ließe  sich  eben  eine 
aus  Geraden  und  Kreisen  zusammengesetzte  Figur  in  eine  solche  trans- 
formieren, die  nur  Kreise  enthält.^)  Übrigens  wird  dieser  Zusammen- 
hang noch  deutlicher,  wenn  man  sich  vergegenwärtigt,  daß  jede  Gerade 
auch  als  ein  unendlich  großer  Kreis  aufgefaßt  werden  kann  (Bolyai), 
wonach  dann  die  Geometrie  von  Anfang  an  im  Grunde  nur  eine  Geo- 
metrie des  Kreises  gewesen  wäre. 

Die  Mascheroniachen  Konstruktionen  setzen  nicht  wie  die  Steiners 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  als  mitgegeben  voraus;   der  Mittelpunkt 

1)  Vgl.  den  Beweis  von  Adler  bei  Enriques,  Fragen  der  Elementargeometrie, 
und  Adler,  Theorie  der  geometrischen  Konstruktionen. 
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kann  vielmelir  stets  allein  mit  dem  Zirkel  gefuncJen  werden  (Napoleons- 
aufgabe). 

Während  nun  Steiner  die  aus  seiner  Methode  sich  ergebenden  und 
im  vorigen  Paragraphen  dargestellten  Konstruktionen  regelmäßiger  Viel- 
ecke selbst  nicht  explizit  gegeben  hat,  so  finden  wir  in  Mascheronis 
Werk  alle  früher  bekannten  Kreisteilungen  wirklich  ausgeführt.  Wir 
beginnen  wieder  mit  dem  Verfahren  des  Bogenhalbierens,  um  da- 
mit den  immer  möglichen  Übergang  von  einem  beliebigen  Vieleck  zu 
allen  aus  ihm  durch  Verdoppelung  der  Seitenzahl  abgeleiteten  Vielecken 
darzustellen. 

Gegeben  sei  der  Bogen  ^0  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  (Fig.  25). 
Um  ihn  zu  halbieren,  schlägt  man  um  B  und  C  zwei  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt A 
gehende  Bogen 
AD    und   AE 
und  macht  AD 
=  AE  =  BC. 
Ferner    be- 
E  stimmt       man 
den       Schnitt- 
punkt   F    der 
beiden   um   D 
und  £^  mit  DO 
T.-    c  ^-    c»  =  jEjB  geschla- 

Fig.  23.  Flg.  26.  ö 

genen  Kreise. 
Benutzt  man  nun  AF  als  Radius  und  schlägt  damit  Bogen  um  D 
und  E,  so  schneiden  sie  sich  im  Mittelpunkt  G  von  BC  {%  ßO)-^) 
Der  Beweis  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  sich  von  C  aus  das  Lot 
auf    AE   gefällt    denkt    und    BG  =  s    setzt.     Dann   ist    dieses   Lot 

1  —  j  und  somit  DG^  ^  (^  "f"  V )  +  1  —  x  ""  ^  +  ^^  ^-  ^^  ^^^  hieraus 
^  jP2  ^  1  -f  §2  gefunden  wird,  so  ist  auch  BG^  =  1  +  s^  und  somit  AG  =  1, 
weil  AD  =  s.  Ist  der  Bogen  BC  klein,  so  darf  man  zuerst  beiderseits 
gleiche  Stücke  ansetzen,  ehe  man  halbiert. 

Die  erste  von  Mascheroni  angegebene  Kreisteilung  wird  folgender- 
maßen ausgeführt  (§  27).  Auf  dem  Kreis  um  A  (Fig.  26),  dessen  Radius 
wir  immer  als  1  annehmen,  machen  wir 

Bc  =  BG  =  CD  =  DE  =  Ed  ==  AB, 

zeichnen  also  das  regelmäßige  Sechseck  ein.  Ferner  schlagen  wir 
um  B  und  E  Kreise  mit  Radius  BD,  die  sich  in  a  trefi'en.  Es  ist  dann 
BD  =  yS  und  Aa^y2.    Zeichnet  man  also  um  B  oder  E  einen  Kreis 

1)  Die  bei  den  einzelnen  Konstruktionen  angeführten  Paragraphenzahlen 
beziehen  sich  auf  das  Werk  von  Mascheroni, 
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mit  Radius  Aa,  so  halbiert  dieser  die  Halbkreise  B  E  in  F  und  f,  und 
BFEf  ist  ein  Quadrat. 

Setzt  mau  diese  Konstruktion  weiter  fort  (§  30),  indem  man  (Fig.  27) 
einerseits  aG  =  aJS  =  AB,  andrerseits  Gg  =  Hh  =  Aa  macbt,  so  ist 
aGAH  ein  Rhombus  mit  der  Seite  1  und  der  Diagonale  ")/2,  also  ein 
Quadrat  und  somit 
istaucliG^^=y2. 
Dann  aber  muß 
GH  hg  ebenfalls 
ein  Quadrat  sein, 
und  dem  Kreise 
sind  zwei  sich 
kreuzende  Qua- 
drate BFEf  und 
G  Hh  g  einbe- 
schrieben, d.  h.  ein 

regelmäßiges 
Achteck. 

Noch  einfacher 
leitet  man  (§31) 
aus  der  ersten 
Figur  das  Zwölf- 
eckher  (Fig. 28). 
Denn  da  F  auch 
die  Mitte  von  CD 
ist,  so  hat  man  nur 
FN=Nn  =  FO 
=  Oo=  AB  zu 
machen,  worauf 
man  das  erste  Sechseck  mit  einem  zweiten  gekreuzt  hat. 

Wird  nach  diesen  Vorschriften  (§  32)  ein  Zwölfeck  und  ein  Acht- 
eck gleichzeitig  in  den  Kreis  eingezeichnet  (Fig.  29),  und  ist 

FG=^,     FC^^^, 
so  ist 

die  Vierundzwanzigecksseite.    Man  braucht  also  nur  noch 

GL  =  LM  =  Gl  =  M  =  HJ  =  JK  =  Hm  =  ml  =  AB 

zu  machen,  um  das  Vierundzwanzigeck  zu  bekommen. 

Hieran  schließt  sich  das  Achtundvierzisfeck,  das  zugleich  das 
Sechzehneck  mit  sich  führt  (§  38).  Man  bestimmt  (Fig.  30)  den 
Punkt  e  durch  die  Bogen  Be  =  Ee  =  aN  und  die  Punkte  /i  und  v  auf 
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dem  Kreis  durch  die  Bogen  e^  =  ev  =  AB.     Da  man  nämlich  leicht 
aiV  =  ]/3  —  ]/2  berechnet,  so  hat  man  Ae  =y2  —  )/2  und 

~Ae  =  sin  Bu,  =  sin—- 
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B}i  =  Ev  =  jjr  ist  also  die  Sechzehnecksseite. 
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Ist  aber  B^  =  ^  und 


erinnern  wir  uns,  daß  BN  =  ~  war,  so  ist 


12 


^^^~12       16~48' 


und  /!.,  V  sind  die  Mittelpunkte  von  Z'iVund  MO,  worauf  das  Achtund- 

vierzigeck       sich 
zeichnen  läßt. 

Fünfeck  und 
Zehneck  ergeben 
sich  gleichzeitig 
(§40,41)mitHilfe 
j,^  des  Ptolemäischen 
Dreiecks  (S.  18), 
Man  bestimmt  F 
(Fig.  31)  und 
macht  FN=  FO 
==  AB.  Ist  hierauf 
&  der  Schnittpunkt 

der  Kreise  um  N  und  0  mit  Radius  ^a  =  ]/2,  so  ist  die  Höhe  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  NOh  =  ^V^  und  infolgedessen  Ah  =  -^Y^  —  -w' 
Das  ist  aber  die  Zehnecksseite  und  somit  Bh  die  Fünfecksseite. 
Das  Zwanzigeck  gewinnt  man,  wenn  man  nach  der  Formel 
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die  Quadratseite  mit  der  Fünfecksseite  verbindet  (§  53).  Ist  z.  B.  (Fig.  32) 
FV=Bb  die  letztere,  so  muß  BV  die  Zwanzigecksseite  sein. 

Das  Hundertundzwanzigeck  (§  42)  kann  man  nach  der  Formel 


p      p 


P 


24        5        120 

konstruieren.  Gehen  wir  also  vom  Vierundzwanzigeck  aus  (Fig.  33), 
und  ist  BJ  =  5^?  so  hat  man  nur  noch  BQ  =  ~-  einzutragen,  worauf 
QJ='^^  gefunden  wird. 

DemZweihundertvierzigeck  endlich  (§57)  kann  man  die  Formel 


p^£_  —  Jl^  =  JL. 
48       10       240 
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zugrunde  legen.    Da  C^='Bv  =  h~  darstellte,  so  hätte  man  (Fig.  30) 

einzuzeichnen,  worauf  [iq  =  v6  Zweihundertvierzigecksseiten  wären. 

Eine  andere  Konstruktion  des  Fünfecks  hat  Gi^bard^)  gegeben. 
Es  wird  zuerst  wie  bei  Mascheroni  das  Sechseck  in  den  Kreis  gezeichnet 
(Fig.  34)  und  der  Punkt  a  angegeben.  Dann  schlägt  man  um  D  und  d 
Kreise  mit  Radius  Äa,  die  sich  in  X  und  X'  treffen,  und  berechnet  so- 


Fig.  34. 


Nimmt  man  die  Richtung  J.5  positiv  und  die  Richtung  ÄE  negativ, 
ÄX  +  ÄX'  =  x  +  x'  =^äX'  -^  X'E  =  -  1 


so  ist 

und 

ÄX'ÄX'  =  x 


=  r 


XX' 


l)(- 


XX' 


\    2  2/  V  2  2/~~l^\    2    /         4 


1; 


somit  sind  AX=x  und  AX' =  x'  die  Wurzeln  der  schon  oben  er- 
wähnten Gleichung  x^  +  x  —  1  =  0,  oder  es  ist 

2ä 


J.Z  =  2cos- 


und      ÄX' 


2  cos  -^• 

5 


Schlägt  man  also  zum  Schluß  um  X  und  X'  Kreise  mit  Radius  AB=  1, 
so  treffen  diese  den  Kreis  um  A  in  Punkten  Y,  deren  Projektionen  auf 

den  Durchmesser  BE  gleich  cos-;-  resp.  cos-—  sind;  daraus  folgt  aber, 

daß  die  Punkte  Y  zusammen  mit  B  das  gesuchte  Fünfeck  bestimmen. 
Unter  den  bisher  besprochenen  Konstruktionen  regelmäßiger  Viel- 
ecke fehlen  noch  die  des  Siebzehnecks,  die  ausgelassen  worden  sind,  weil 
sie  einen  größeren  Aufwand  von  Erläuterungen  erforderlich  machen. 
Sie  sollen  nun  im  folgenden  Paragraphen  im  Zusammenhange  dar- 
gestellt werden. 

1)  Math.  Annal.  Bd.  48.  1897.  S.  392. 
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§  6.    Die  drei  klassischen  Konstruktionen  des  Siebzehnecks. 

Die  Kreisteilungsgleicliuiig  (S.  12)  für  das  regelmäßige  Siebzehn- 
eck lautet: 

(1)  ^i6+^i5_^0^^+ 4-^^+^+1  =  0. 

Als  reziproke  Gleichung  läßt  sie  sich  ohne  weiteres  durch  die  Substitu- 
tion X  =  0  -\ —  unter  Beachtung  der  Beziehung 


reduzieren  auf  die  Gleichung  achten  Grades 

(2)       x^+cc"^-  Ix""—  6x^  +  15^*  +  lOic^  -  10a;2. 

deren  Wurzeln  in  der  Form 


4a;  +  1  =  0, 


(3)        Xk=  2  cos 


2JC7C 

TT 


2cosÄa, 


a= 


2ic 
17  } 


]c  =  l,2,3 


geschrieben  werden  können. 

A  B  r  ^^^  Bedeutung  dieser  Wurzeln  ergibt  sich 

aus  Fig.  35.    Hier  ist  der  Halbkreis  ^^  in  17 
^^       gleiche  Teile   geteilt  und  man  bemerkt  daher 
yff*  zunächst,  daß  man  das  Siebzehneck  aus   dem 
\J   Vierunddreißigeck  herleitet,  geradeso  wie  das 
j^  Fünfeck  aus  dem  Zehneck  und  das  Dreieck  aus 
dem  Sechseck.    Berechnet  man  die  von  Ä  aus- 
gehenden Bogen  und  Sehnen,  indem  man  den 
Radius  des  Kreises  gleich  1  setzt,  so  erhält  man 
folgende  Werte,  welche  mit  den  unter  (3)  auf- 


Bogen  J.5== 


% 

17 

TT 


geführten  übereinstimmen. 
Sehne  J.5  =  2  sin  —^  =  +  2  cos  — 


+  2  cos  4a 


^jD  =  2sm  ^77  =  —  2  cos -—-  =  —  2  cos  5a 

04  17 


(4) 


ÄM  = 

^0  = 


9jt 

lY 
11« 
TT 

13ä 

TT 


ÄF 

AH  ==2  sin 

AK  =  2  sin 


2  sin  :z-i-  =  +  2  cos  —z-  =-}-2  cos  3  a 

34  17 


AQ  =  '4f 


llt  ^  12«  ^  n 

— -  =  —  2  cos  -7^  ==  —  2  cos  Da 

34  17 

__  =  +  2  COS  -jy  =  +  2  cos 2a 
^Jf=2sin^  =  -2cos^  =  -2cos7a 
^0  =  2sin^  =  +  2cos  |f  =  +  2cosa 
^^  =  2sin^  =  -2cos^  =  -2cos8a. 
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Die  Wurzeln  (3)  der  Gleicliung  (2)  sind  also  die  Diagonalen  des  Vier- 
unddreißigecks  von  Ä  aus  nach,  den  Ecken  B,  D,  F  usw.  Ihre  Bestim- 
mung geschieht  dadurch,  daß  man  sie  nach  dem  Gaußschen  Verfahren 
in  bestimmter  Weise  gruppiert  und  die  quadratischen  Gleichungen  er- 
mittelt, denen  die  Werte  dieser  Gruppen  genügen.    Es  sei  zunächst 

[y  =2coBa    -f  2 cos  8a  +  2  cos 4a -f  2  cos  2a       >0nach(4.). 
1^  =  2  cos  3a  4-  2  cos  7a +  2  cos  5a  4-2  cos  6a        <0nach(4.) 

die  Werte  von  y  und  y'  lassen  sich  sofort  angehen.  Denn  da  die  Summen 
der  Wurzeln  (3)  gleich  dem  negativen  Koeffizienten  von  x^  in  der  Glei- 
chung (2)  sein  muß,  so  ist  einerseits 

2/  +  2/'=-i-    i.\y\<W\)- 

Andrerseits  ergibt  die  Multiplikation  der  beiden  Summen  (5)  eine  Summe 
von  Produkten  aus  je  zwei  Kosinussen,  die  man  nach  der  Formel 

2  cos     '      •  cos  —^  =  cos  a  +  cos  p 

durch  eine  Summe  von  Kosinussen  ersetzen  kann;  berücksichtigt  man 
dabei  noch,  daß  cos  na  =  cos  (17  —  n)a  ist,  so  wird  man  für  y  •  y'  das 
Vierfache  der  Summen  aller  Wurzeln  (3)  finden,  also  die  Beziehung 

y.y'=-4: 

bekommen.  Damit  ist  nachgewiesen,  daß  y  und  y'  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung 

I.  y'+y-4:  =  0 

sind.    Man  gruppiere  jetzt  die  Wurzeln  (3)  von  neuem  und  setze 
.^.fM=2cosa  -f-2cos4a  (>  0)     ._.  j-y  =2cos3a  +  2  cosöa  (>  0) 
[w' =  2  cos  8a+ 2 cos 2a  (<  0).  i/  =  2cos  7a  + 2  cos  6a  (<  0\ 

Durch  diese  Anordnung  ist  ohne  weiteres  u  -^  u'  =  y  und  v  ■}•  v'  =  y' 
ersichtlich.  Bildet  man  u  'u'  und  v  •  v',  so  erhält  man  durch  dasselbe 
Umrechnungsverfahren  wie  oben  für  beide  Produkte  die  Werte  —  1,  da 
beide  Produkte  auf  die  Summe  der  Wurzeln  (3)  führen.  Für  die  Be- 
stimmung von  ti  und  v  hat  man  also  die  quadratischen  Gleichungen 

IL  u^  —  yu  —  1  =-  0,     wobei     |  m  |  >  |  m'  |  und 

III.  v^  —y' V  —  1  =  0,     wobei     |  ^  |  <  |  v'  \. 

Führt  man  nun  zum  Schluß  in  (6)  und  (7)  die  ursprüngliche  Be- 
zeichnung Xk  der  Wurzeln  (3)  ein,  so  gehen  diese  Summen  über  in 

(^8)  {Xi+Xi=u  \  x^  -V  x-,=  v 


x^-\-x.^=-u.  [x^-]-  Xq=  v^. 


32  A  II.  Geometrische  Konstruktion  der  Vielecke 

Hierzu  findet  man  aber  die  Produkte 

denn  es  ist  z.  B. 

x^'  x^=  4:  cos  a  '  cos  Aa  =  2  (cos  5a  +  cos  3a)  =  x^  -f  iCg  =  v. 

Damit  ist  die  Bestimmung  der  Xk  zurückgeführt  auf  die  Lösung  der 
quadratischen  Gleichungen 

0^  —  ux  +  V  =0  für  x^  und  x^ 

IV.  {  ,  7;       -      77         a 

.  00  c/  Ix-  "1*  w    — '■  \J      o«      ^ry       ??  G  • 

Von  diesen  genügt  es  selbstverständlich,  nur  eine  aufzulösen.  Denn 
nehmen  wir  z.  B.  die  erste,  so  haben  wir  x^^  und  x^,  d.h.  aber  -4J5und 
A  0  und  damit  die  ganze  Siebzehnteilung  des  Halbkreises. 

Auf  dem  eben  durchlaufenen,  in  der  Darstellung  sich  im  wesent- 
lichen an  Serret^)  anschließenden  Wege  gelingt  es  also  in  der  Tat,  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (2)  lediglich  durch  quadratische  Gleichungen 
zu  meritteln.  Da  nun  aber,  wie  wir  wissen,  Quadratwurzeln  immer  mit 
Zirkel  und  Lineal  allein  konstruiert  werden  können,  so  hat  man  nur 
nötig  den  Gang  der  geometrischen  Konstruktion  der  sukzessiven  algebra- 
ischen Berechnung  der  Wurzeln  aus  den  Gleichungen  I  bis  IV  anzu- 
passen, um  zu  einer  Konstruktion  des  Siebzehnecks  zu  gelangen.  Je 
nach  den  Bedingungen,  die  man  sich  dabei  etwa  noch  auferlegt,  wird 
man  wieder  deren  mehrere  erwarten  dürfen,  und  so  sind  wirklich  drei 
verschiedene  Ausführungen  zu  besprechen,  von  denen  die  eine  Zirkel 
und  Lineal  gleichmäßig  verwendet,  die  zweite  aber  nur  den  einen  Kreis 
benutzt,  in  den  das  Siebzehneck  eingezeichnet  werden  soll,  und  im 
übrigen  bloß  noch  das  Zeichnen  von  geraden  Linien  verlangt,  die  dritte 
endlich  sich  nach  Mascheronis  Vorschrift  auf  den  Gebrauch  des  Zirkels 
allein  beschränkt, 

1.  Konstruktion  nach  Serret. 

Die  erste  der  drei  genannten  Konstruktionen  findet  sich  in  J.  Sbrrets 
Handbuch  der  Algebra  11.^)  und  gehört  zu  dem  Typus  der  Euklid- 
schen  Konstruktionen.  Sie  wurde  später  von  P.  Bachmann ^)  aber  um- 
gestaltet und  soll  daher  in  beiden  Ausführungen  hier  wiedergegeben 
werden. 

Nach  Serret  zeichnet  man  (Fig.  36)  zu  der  Strecke  0-4  =  1,  die 
als  Radius  des  dem  Siebzehneck  umbeschriebenen  Kreises  anzusehen  ist, 

1)  Algebra  II,  §  531  bis  534.  2)  §  535. 

3)  Die  Lehre  von  der  Kreisteilung.     S.  66  f. 
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in  0  die  Senkreclite  ZJFund  trägt  auf  ihr  00  =  ^  ^^'    Trifft  der  Kreis 
um  C  mit  Radius  CA  die  Gerade  UV  in  B  und  D,  so  ist 


OD 
oder 

und  daher 


0B=2  '  00 


und    OD'  OB^OÄ'=\ 


20D  —  20B=\,    20D-20B  =  4: 
2  0B  =  y,     2  0D  =  y'  (Gleichung  I). 


Fig.  36. 

Man  ziehe  jetzt  die  durch  A  und  B  bestimmte  Gerade  und  schlage 
um  B  einen  Halbkreis  mit  Radius  BO,  der  AB  in  P  und  M  schneide. 
Dann  ist 

AM-AP  =  PM^20B==tj,    AM'AP  =  AO^=  1 

und  daher  .  ^.  .  ^         ,  ,^,  .  .  ,ts 

AM  =  u,    AP  =  u'  (Gleichung  II). 

Ebenso  ziehe  man  die  Gerade  durch  A  und  D  und  schlage  einen 
Halbkreis  um  D  mit  Radius  OD,  der  AD  in  N  und  Q  schneide.  Dann 
ergibt  sich 


AQ-AN=NQ  =  20D 

mithin  ist 


y',    AN'AQ==AO''=i, 


AN=^v,     AQ  =  v'  (Gleichung  III). 

Endlich  mache  man  AE  =  AO  und  schlage  über  NE  einen  Halbkreis, 

der  ^  jB  in  jP trifft;  um  i^ zeichne  man  einen  Kreis  mit  Radius  AJ  =  —  AM, 

Mitzsclierliu  g:  Problem  der  Kreiatciluug  3 
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der  AD  in  G  trifft,  und  um  O  einen  Kreis  mit  Radius  ^J,  der  auf -4D 
die  Punkte  JB.  und  K  bestimmt.    Dann  ist 

AK-^AH=-2GF=2ÄJ=AM  =  u 

AK  -  AH=^AF^==AN  -  AE  =AN'l=v 

und  folglicli  ^^  _  ^^         ^^  _  ^^  (Gleicliung  IV,  1). 

AK  ist   also   die  Seite   des  Yierunddreißigecks  im  Kreis  um   0  mit 
Radius  OA. 


rig.  37. 

Die  Abänderung  dieses  Verfahrens  durch  Bachmann  besteht  nun 
einfach  darin,  daß  die  Geraden  FM  und  KQ  auf  TJV  selbst  verlegt 
werden.  Dadurch  wird  aber  an  der  Konstruktion  selbst  nicht  das  Ge- 
ringste geändert,  es  tritt  lediglich  eine  kleine  Modifikation  der  Bezeich- 
nung ein  (Fig.  37).    Somit  ist  wie  bisher  und  aus  demselben  Grunde 


20B^y, 


OP  =  u',     ON  =  v,     OQ 


OK  =  cc^. 


2  0D^y',     OM  =  u, 
OH  =  x^     und 

Es  würde  also  OK  wieder  die  Vierunddreißigecksseite  sein,  doch  braucht 
man  diese  nach  Bachmann,  und  das  ist  eine  kleine  Abweichung  von 

die 


Serret,  nicht  zu  benutzen,  sondern  kann  aus  OH  =  x^===  2  q,ob  — 


Siebzehnecksseite  direkt  herleiten.    Durch  Halbierung  erhält  man  näm- 

1  2  -TT 

lieh  —  OH  =  OB  =  cos—;  wenn  man  daher  durch  B  die  Parallele 
zn  OA  zieht,  die  den  Kreis  um  J.  in  T  trifft,-  so  ist  OB  die  Projektion 
von  AT  auf  ^Ä  und  folglich  ^  TAS  =  '^  oder  TS  die  gesuchte  Sieb- 
zehnecksseite. 
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2.  Konstruktion  nach  v.  Staudt. 

Im  24.  Bande  von  Grelles  Journal  (1842)  veröffentlichte  v.  Staudt 
eine  Konstruktion  des  regelmäßigen  Siebzehnecks,  die  nach  der  Methode 
von  PoNCELET  uud  Steiner  entworfen  war,  also  nur  einen  einzigen  festen 
Kreis  benutzte,  nämlich  den,  der  dem  zu  zeichnenden  Siebzehneck  um- 
beschrieben sein  sollte.  Es  war  lediglich  das  Verfahren  angegeben,  der 
Beweis  fehlte,  und  es  war  nicht  ersichtlich,  wie  v.  Staudt  zu  diesem  Ver- 
fahren gekommen  war.  Erst  im  75.  Bande  desselben  Journals^),  also 
volle  30  Jahre  später,  teilte  Schröter  Untersuchungen  mit,  die  die  Er- 
mittlung der  Grundlage  des  v.  Staudtschen  Verfahrens  bezweckten,  in- 
dem er  zugleich  die  auffällige  zeitliche  Lücke  dadurch  zu  erklären  ver- 
suchte, daß  er  auf  einen  Druckfehler  aufmerksam  machte,  der  in  v.  Staudts 
Artikel  das  Verständnis  der  Konstruktion  erschwerte.  Auch  war  es 
Schröter  gelungen,  die  einen  unverhältnismäßig  großen  Raum  beanspru- 
chende Originalfassung  v.  Staudts  ohne  wesentliche  Änderungen  erheb- 
lich zusammenzudrängen,  so  daß  die  Übersichtlichkeit  gefördert  und  die 
Ausführung  bequemer  gestaltet  war.  Wir  werden  der  folgenden  Dar- 
stellung die  Schrötersche  Untersuchung  zugrunde  legen  und  an  der 
Hand  derselben  zuerst  die  eigentliche  v.  Staudtsche  Konstruktion  be- 
trachten. 

Der  Kernpunkt  der  Frage  betrifft  die  geometrische  Methode,  durch 
welche  v.  Staudt  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen  ermittelt; 
denn  da  hier  nur  ein  einziger  Kreis  gezeichnet  wird,  so  ist  die  Methode, 
die  wir  bei  Serret-Bachmann  angewandt  sahen,  offenbar  ausgeschlossen. 
Wie  dann  das  Siebzehneck  selbst  zu  zeichnen  ist,  wird  sich  hieraus 
leicht  entwickeln  lassen.  Es  sei  also  (Fig.  38a)  ein  Kreis  mit  dem 
Radius  1  gegeben  (Steinerscher  Kreis),  sein  Mittelpunkt  sei  0,  und  in 
den  Endpunkten  des  Durchmessers  CD  habe  man  die  Tangenten  an  den 
Kreis  gelegt.  Ist  nun  cfZeine  beliebige  Sekante,  die  den  Kreis  in£'und£'i 
schneidet,  so  projiziert  man  diese  Schnittpunkte  von  C  und  D  aus  auf 
die  Tangenten  und  erhält  so  auf  der  Tangente  in  D  die  Punkte  e  und  e^ 
und  auf  der  Tangente  in  G  die  Punkte  s  und  e^.  Da  c  ebenfalls  auf  der 
Tangente  in  C,  also  auch  auf  den  Polaren  von  C  liegt,  so  muß  die  Polare 
von  c  ihrerseits  durch  C  gehen.  Diese  Polare  bestimmt  aber  auf  cd  den 
4.  harmonischen  Punkt  zu  c,  E  und  E-^^  und  bildet  daher  mit  Cc,  CE 
und  GE^  ein  harmonisches  Strahlenbüschel,  das  die  Tangente  von  D 
in  den  Punkten  e,  m,  e^  und  oo  schneidet.  Da  dies  wieder  4  harmonische 
Punkte  sein  müssen,  so  ist  em  =  e^m  und  wir  bekommen  die  Beziehung 

(1)  De  +  Be^  =  2Dm. 

Die  Polare  Gm  steht  ferner  senkrecht  auf  Oc.  Daraus  ergibt  sich 
die    Ähnlichkeit   der  Dreiecke  GOc   und  DmG,   also  die   Proportion 

1)  In  demselben  Jahre  kurz  vorher  bei  Bachmann,  Lehre  v.  d„  Kreisteilung, 
abgedruckt. 

3* 
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Cc:CO  =  DC:  Dm  oder  Oc  :  1  =  2 
für  diesen  Wert  geht  (1)  über  in 


2 

Dm.   Es  ist  also  Dm  =7;r-,  und 


Cc' 


(2) 


De  +  De,  =  -^^ 


Cc 


Es  ist  klar,  daß  man  durch  ganz  analoge  Betrachtungen  auch  die 
Beziehung 


(3) 


G^^(^^^  =  -^. 


Dd 


C                \c      f,                                   e 

^^"^^^^      /T       '"                                        / 

/^^ 

X         ^     '^^                                          •* 

0/      X   1\.><. 

/             ^   W     ^^      "^ -^                     '*'%. 

/           ^mW          ^N               '^'^ 

\..^ 

^^  — --^'^^            L  ^      \.                        V-                     ^^^, 

/ 

)             i[^   ^              ¥»             X 

(4) 


Pig.  38  a. 
4 


erhalten  wird.  Nun  sind 
aber  andrerseits  auch  die 
Dreiecke  CDs  und  DeG 
ähnlich,  so  daß  man 
die  Proportion  C«  :  CD 
=  DG:De  oder  Cs:2 
=  2:De  aufstellen  kann. 
Folgert  man  hieraus 


Cs=jr-  und  analog  CE^=jr- 


so  geht  für  diese  Werte  (3)  über  in 

1  1 


(5) 


De  "*"  Z)ei 


Bd' 


was  mit  Hilfe  von  (2)  auch  umgeformt  werden  kann  in 
(6)  De-De,  =  4.^^' 


Je  nachdem  man  nun  die  Gleichungspaare 

, .     Wd       (5) 

(7a)       i,  1         1   ^^      (ß.   «^^^     ^^^) 


1 

De 


1 


4  jTä 


(2) 

Oc       («) 

benutzt,  kann  man  ^  und  ^^  oder  Z)e  und  De^  selbst  als  die  Wurzeln 

einer  quadratischen  Gleichung  ansehen,  deren  Koeffizienten  lediglich 
von  den  Abschnitten  Cc  und  Dd  der  gezeichneten  Sekante  abhängig 
sind.  Will  man  also  nach  dem  Verfahren  v.  Staudts  die  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung  geometrisch  bestimmen,  so  hat  man  nur  nötig, 
die  Sekante  cd  den  Koeffizienten  der  Gleichung  entsprechend  zu  zeich- 
nen und  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kreis  von  C  und  D  aus  auf  die 
Tangenten  von  C  und  D  zu  projizieren.  Ist  z.  B.  x^  -\-  px  +  q  =  0  die 
vorgelegte  quadratische  Gleichung,  so  ist  nach  (7  a) 


p  = 


Cc 


Dd 


und  q  =  ftt;?'  ^-  ^*  ^^ 


4.Dd 


und  Cc 

P 
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dagegen  nach  (7  b) 

p  =  —-—-  und  Q  =  4-^7-?  d.  k  Cc  = und  Dd  =  —  — 

■^  Cc  ^         Cc  p  p 

zu  wälilen.    Man  kann  also  die  Regel  aufstellen: 

Macht  man  auf  den  Tangenten  in  G  und  D  die  Abschnitte 

Cc  = und  Dd= j  so  sind  -:fr-  und  r=r—  die  Wurzeln  der 

p  p  JJe  De^  . 

Gleichung  x^  -\-  px  -^  q^  =  0.    Macht  man  dagegen  Cc  = und 

Dd  =  ——}  so  sind  De  und  De^  diese  Wurzeln.    (Vgl.  hierzu  §  4) 

Nach  dieser  Yor  unter  suchung  möge  der  Wortlaut  der  v.  Staudt- 
schen  Konstruktion  folgen.  Da  die  zugehörige  Figur  zu  unübersichtlich 
wird,  soll  sie  in  mehreren  Teilen  (Fig.  38 — 41)  zur  Darstellung  gebracht 
werden. 

„Nachdem  man  im  Kreise  zwei  zueinander  senkrechte  Durchmesser 
AB,  CD  gezogen  (Fig.  38)  und  durch  die  Punkte  D,  A,  C  die  Tangenten 
DS,AS,  Cc  gelegt  hat,  trage  man  auf  der  letzteren  die  Stücke  Cc  =  2AB, 
Ck  =  SAB  ah,  so  daß  Cc,  Ck  zu  AB  einstimmig  parallel  sind,  und 
ziehe  die  Geraden  Sc,  SJc,  von  welchen  die  erstere  den  Durchmesser  CD 
in  d  und  die  letztere  den  Umfang  des  Kreises  in  E  und  JE^  schneide. 
Wenn  man  nun  die  Punkte  e,  e^  sucht,  in  welchen  die  Gerade  SD  von 
den  Verlängerungen  der  Sehnen  CE,  CE^^  geschnitten  wird,  und  alsdann 
die  Geraden  cFdF^,  c-^F^dF^  zieht,  so  sind  dadurch  auf  dem  Umfange 
des  Kreises  4  Punkte  FF^  F^  F^  bestimmt.  Es  werde  ferner  (Fig.  39) 
die  durch  C  gehende  Tangente  von  den  Geraden  DF,  DF^,  DF2,  DF^ 
in  den  Punkten  f,  f^,  f^,  f^  und  die  Gerade  CD  (Fig.  40)  von  den  Ge- 
raden Sf,  Sfi,  Sf^,  Sfs  in  den  Punkten  g,  g-^,  g^,  g^  geschnitten,  so 
werden  die  vier  Geraden  fg^,  f^g^,  f^g^,  f^g  den  Umfang  des  Kreises  in 
8  Punkten  schneiden,  welche  sämtlich  auf  dem  Bogen  ADB  liegen. 
Wenn  man  endlich  (Fig.  41)  die  eben  erwähnten  8  Punkte  mit  dem 
Punkte  C  durch  Sehnen  verbindet,  welche  den  Durchmesser  AB  in  den 
8  Punkten  \,  \  .  . .  \  schneiden,  und  durch  diese  Punkte  die  zu  AB 
senkrechten  Sehnen  A^  A^^ ,  A^  A^^ ,  A^  A^^ . . .  zieht,  so  ist  AA^A.^A^. ..  A^^ 
ein  reguläres  Siebzehneck." 

Um  nun  das  Resultat  der  Voruntersuchung  mit  dieser  Vorschrift 
in  Verbindung  zu  bringen,  setzen  wir  zunächst  den  Radius  des  Kreises 
=  1  und  nehmen  die  Richtung  von  A  nach  B  hin  als  die  positive.  Es 
ist  dann 

Oc  =  +  4,     Ck^  +  16,    DS  =  -\, 

und  es  ergibt  sich  aus  der  Sekante  Sk  nach  dem  ersten  Teil  unserer 

Regel 

1  ,    ,  CJc  . 
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Die  reziproken  Strecken  y  =jy-  und  y'  =jy  müssen  also  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

I. 
darstellen. 

Darcli  das  Ziehen  der  Geraden  e^F^dF^  und  eFdJß^  werden  auf  der 
0- Tangente  die  Strecken  Cd  =  —  ADe^  und  Cc"  =  —  4  De  abgeschnitten. 


2/2+ 2/- 4  =  0 


es"    D        e,e, 
Fig.  39. 


Wenn  wir  demnach  auf  die  Sekanten  c' e^  und  c"e  den  zweiten  Teil 
unserer  Regel  anwenden  (Fig.  39),  so  berechnet  sich  einerseits 


P 


4 


1 


y 


c7^=+-7^  =  2/;     q--p-De  =-1. 


q  =  - p  •  De^=  -  1, 
andrerseits 

-^  Cc"  ^    '    De 

uüd  De',  De[  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

IL  u^-Vyu-l=0, 

De''  und  De'i   die  Wurzeln  der  Gleichung 

ni.  v^-^y'v-\^0. 

Man  sieht,  daß  die  Gleichung  I.  vollständig  dieselbe  ist,  wie  früher, 
daß  sich  aber  IL  und  III.  von  den  früheren  durch  das  Vorzeichen  des 
linearen   Gliedes   unterscheiden.     Soll   also  die   Übereinstimmung  der 
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Wurzeln  mit  der  früheren  Bezeiclmungsweise  gewahrt  bleiben,  so  ist 
offenbar 

u  =  -De',    u'  =  -De[,    v  =  -De",    v' =  -  Del' 
zu  setzen. 

C  A 


I'ig.  40. 


Die  Strecken  Cf,  die  auf  der  0- Tangente  durch  die  Projektion  der 
Punkte  F  von  D  aus  erhalten  werden,  lassen  sich  nach  der  Formel  (4) 
berechnen.     Man  findet 


Cf  =  --,    Cf,=  --,,    Cf,=  -^, 

Um  auch  die  Strecken  Da  angeben  zu 
können,  die  von  den  Sekanten  fg  auf  der 
D-Tangente  abgeschnitten  werden  (Fig.  40), 
benutzen  wir  z.  B.  die  Proportion 

Da  :  Cf=  Dg,  :  Cg,  =  SD  :  Cf, , 

woraus  folgt,  daß 


Cfs--: 


Da 


Gf-SD 


ist.  Da  nun  die  Werte  für  die  O/"  bekannt  sind 
und  SD  =  1  ist,  so  findet  man  auf  diese  Weise 


Fig.  41. 


Da  = ;    Lfa.  = ;; 


JJa^=^ :) 


Da^= • 


Wenden  wir  jetzt  wieder  den  zweiten  Teil  der  Regel  auf  die  Se- 
kanten fa  an,  so  ergeben  sich  der  Reihe  nach  folgende  Werte: 


ly. 
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fax    p  =  -\-v,      2  =  -ftt';  f^a^:    p==-^u'^     2  =  +  «^' 

Die  Projektionen  der  Schnittpunkte  dieser  Sekanten  mit  dem  Kreis  auf 
die  D-Tangente  bestimmen  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

(X^-{-VX    -\-  U' =  0  (^^3,  iCg) 

X^+U'X  +  V'=0  (^27^8) 

x^  +  v'x  -\-  U  =0  (^g,  X,j) 

.  x^-{-  UX   +  V  =0  {x-^,  x^). 

Auch  diese  Gleichungen  stimmen  wieder  mit  den  früheren  bis  auf 
das  Vorzeichen  des  linearen  Gliedes  überein,  und  ihre  Wurzeln  können 
sich  demnach  nur  durch  das  Vorzeichen  von  den  früher  ermittelten 
unterscheiden.  Paßt  man  aber  die  gerade  mit  Rücksicht  auf  das  Vor- 
zeichen bestimmte  Lage  der  Strecken,  die  die  Wurzeln  darstellen,  ins 
Auge,  so  wird  man  leicht  erkennen,  daß  die  früher  mit  X-,^  bis  x^  be- 
zeichneten Wurzeln  von  D  aus  nach  der  negativen  Seite,  die  mit  x^  bis 
Xg  bezeichneten  nach  der  positiven  Seite  gerichtet  sind.  Durch  die  zum 
Schluß  ausgeführte  Projektion  von  C  aus  werden  also  auf  dem  Durch- 
messer AB  vom  Kreismittelpunkte  aus  Strecken  von  der  Länge  cos  a 
bis  cos  4a  nach  A  hin,  cos  ba  bis  cos  8  a  nach  B  hin  begrenzt.  Die  in 
deren  Endpunkten  \  bis  \  auf  AB  errichteten  Senkrechten  müssen 
folglich  durch  die  Eckpunkte  des  Siebzehnecks  gehen,  womit  die  Be- 
hauptung erwiesen  ist. 

Eigentümlich  an  der  v.  Staudtschen  Konstruktion  ist,  daß  sie  sich 
auf  beide  Teile  unserer  Regel  zur  Ermittlung  der  Quadratwurzeln  stützt. 
Der  damit  verbundene  Nachteil  der  übermäßigen  Raumbeanspruchung 
wird  wesentlich  vermindert,  wenn  man  nur  den  zweiten  Teil  der  Regel 
zugrunde  legt.  Von  diesem  Gesichtspunkte  ist  H.  Schröter  in  dem  er- 
wähnten Artikel  des  Crelleschen  Journals  ausgegangen  und  daher  zu 
der  folgenden  Abänderung  des  v.  Staudtschen  Verfahrens  gelangt: 

Man  zeichnet  (Fig.  42)  die  Sekante  cd,  die  auf  den  Tangenten  die 
Strecken  Cc  =  —  4  und  Dd  =  +  4:  begrenzt.    Da  sich  nämlich  hierdurch 

p  =  —  —  =  -\-  1  und  q  =  —  p  '  Dd  =  —  4  bestimmt,  so  liefert  cd  die 

Wurzeln y  =  De{>  0)  und  y'  =  De^^  (< 0)  der  Gleichung  «/^  -f «/  -  4  =  0. 
Sollen  die  Wurzeln  der  Gleichung  u^  —  yu  —  1  =  0  gefunden  werden, 

so     ist  A  A  r.  1 

Cc'  =  -  — =  +  -    und    D(^'=-l=-- 
-y         y  p         y 

zu  wählen,  also  die  Sekante  c^ d'  zu  suchen.  Dies  geschieht  nach  (4), 
indem  man  einerseits  den  zu  e  gehörigen  Schnittpunkt  E  der  Sekante 
cd  mit  dem  Kreis  von  D  aus  auf  die  0- Tangente  projiziert,  andrer- 
seits den  Punkt  c  mit  dem  Endpunkt  h  der  Strecke  Dh  =  -f  1  ver- 
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bindet  und  den  Sclinittpunkt  p  von  cJi  mit  CD  von  c'  aus  auf  die  D- 
Tangente  projiziert.  Der  letztere  Projektionsstrahl  ist  c'  d',  und  durch 
ihn  gelangt  man  zu  den  gesuchten  Wurzeln 

u  =  Df{>0)    und    w' ==  D/;  (<  0). 

Verfährt  man  entsprechend  mit  der  Gleichung  v^  —  y' v  —  1  =  0,  so  er- 
hält man  durch  die  Sekante  c"d"  die  Wurzeln 

v==Df,{>0)    und    v'=Df,{<0). 
Jetzt  bleiben  nur  noch  durch  die  Sekanten  c'" d'"  die  Gleichungen  für 
die  X  zu  lösen,  wie  sie  oben  auf  S.  32  gegeben  sind.^) 

cjfrl Q cYe/ 


Fig.  42. 

Wählen  wir  z.  B.  x'^  —  ux  +  v  ==  0,  so  muß  Cc'"  =  —  und  Dd'"  =  — 

'  u  u 

werden.  Diese  Strecken  bestimmt  man  wieder  nach  (4),  indem  man 
einerseits  den  zu  f  gehörigen  Schnittpunkt  F  der  Sekante  c'  d'  mit  dem 
Kreis  von  D  aus  auf  die  C- Tangente  projiziert,  andrerseits  /"^  mit 
dem  Endpunkt  y  der  Strecke  G'y=  +  4  verbindet  und  den  Schnittpunkt 
(7i  von  yfi  mit  CD  von  c'"  aus  auf  die  Z)-Tangente  projiziert.  Der  Pro- 
jektionsstrahl c'" gi  ist  der  gesuchte,  und  man  bekommt  mit  seiner  Hilfe 
die  Wurzeln  D\  =  x^  und  D}i^=  x^.  Hat  man  auf  diese  Weise  alle 
X  konstruiert,  so  braucht  man  nur  noch  ihre  Bndpunkte  mit  C  zu  ver- 
binden, um  auf  dem  Durchmesser  AB  die  Strecken  cos  a,  cos  2a  bis 
cos  8  a  vom  Mittelpunkte  aus  abzuschneiden.  Da  aber,  wie  aus  den  Glei- 
chungen ersichtlich,  sämtliche  Wurzeln  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
wie  bei  v.  Staudt  bekommen,  liegen  die  Strecken  cos  a  bis  cos  4a  nach 
der  positiven  Seite  und  cos  5  a  bis  cos  8  a  nach  der  negativen  Seite 
vom  Kreismittelpunkte  aus,  und  nicht  Ä,  sondern  B  ist  diesmal  der  un- 
symmetrische Eckpunkt  des  regulären  Siebzehnecks. 

Schröter  faßt  die  eben  besprochene  Konstruktion  in  die  folgenden 
Sätze  zusammen,  bei  denen  nur  eine  kleine  Änderung  in  der  Richtung 
von  AB  vorgenommen  wurde,  um  die  bisher  benutzte  Bezeichnungs- 
weise auch  hier  festhalten  zu  können :  „Tn  dem  Kreise  um  0  mit  dem  Ra- 
dius 1  ziehe  man  zwei  zueinander  rechtwinklige  Durchmesser  AB  und 
CD,  in  den  Punkten  C,  D  die  parallelen  Tangenten  am  Kreise,  deren 

1)  Dieser  letzte  Teil  der  Konstruktion  ist  in  Figur  42  nicht  mehr  eingezeichnet. 
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positive  Hälften  mit  AB,  deren  negative  Hälften  mit  BÄ  gleichgerichtet 
seien;  auf  der  Tangente  in  C  trage  man  den  doppelten  Kreisdurchmesser 
nach  der  negativen  Seite  =  Cc  und  nach  der  positiven  Seite  =  Cy  ab; 
auf  der  Tangente  in  D  trage  man  den  doppelten  Kreisdurchmesser  nach 
der  positiven  Seite  =  Dd  und  den  Radius  ebenfalls  nach  der  positiven 
Seite  =  Die  ab;  die  Verbindungslinie  cJc  treffe  den  Durchmesser  CD  im 
Punkte  p.  Jetzt  ziehe  man  cd,  welche  den  Kreis  in  E  und  E^  treffe. 
DE,  DE^  treffen  die  C- Tangente  in  e  und  s^,  die  beiden  Verbindungs- 
strahlen  sp  und  s^p  den  Kreis  in  den  Punktpaaren  i^und  F^,  F.^  und  F^, 
wobei  die  Bezeichnungsweise  so  gewählt  ist,  daß  s  auf  der  positiven, 
E^  auf  der  negativen  Hälfte,  ebenso,  wenn  wir  CF,  GF^,  CF^,  CF^  ziehen, 
welche  Strahlen  die  Z>-Tangente  in  /,  f^,  f^,  f^  treffen,  die  Punkte  /"und 
/"j  auf  der  positiven,  f^  und  fg  auf  der  negativen  Hälfte  liegen.  Treffen 
ferner  die  Strahlen  DF,  DF^,  DF^,  DF^  die  (7- Tangente  in  (p,  goj,  (p^, 
9)3  und  die  Strahlen  yf,  yf^,  yf^,  yf^  den  Durchmesser  CD  in  den  Punkten 
g,  g^,  g.2,  g^,  dann  werden  die  vier  Verbindungslinien  cpg^,  (p^^g^,  fp^dat 
cp^g  den  Kreis  bzw.  in  den  Punkten  H^  und  H^,  H^  und  ZTg,  H^  und 
H^,  Hq  und  H^  treffen,  welche  sämtlich  auf  demjenigen  Halbkreise  AB 
liegen,  dessen  Mitte  D  ist;  die  Strahlen  CH^,  CH^  .  .  .  CHg  treffen  daher 
den  Durchmesser  AB  in  den  Punkten  K^,  K^  .  .  .  K^  innerhalb  des 
Kreises,  und  die  in  diesen  Punkten  auf  dem  Durchmesser  errichteten 
Perpendikel  treffen  den  Kreis  in  8  Punktpaaren  A^A^q,  A^A^^,  -^s-^u 
.  .  AqAq,  welche  mit  dem  Punkte  B  zusammengenommen  die  Ecken 
des  regulären  dem  Kreise  einbeschriebenen  Siebzehnecks  sind." 

Dasselbe  Lösungsprinzip  wurde  von  Apfolteb,  auf  das  257-Eck  an- 
gewandt.^) 

3.  Konstruktion  nach  L.  Giörard. 

Im  Jahre  1895  schrieb  Felix  Klein  in  seiner  Festschrift  ,tJber 
ausgewählte  Fragen  der  Elementargeometrie'^):  „Eine  Kon- 
struktion des  17 -Ecks  nach  Mascheroni  nur  mit  dem  Zirkel  ist  noch 
nicht  versucht,  obgleich  sie  jedenfalls  möglich  ist."  Als  Antwort  dar- 
auf und  mit  ausdrücklicher  Beziehung  auf  diese  Schrift  veröffentlichte 
zwei  Jahre  später  im  48.  Bande  der  Math.  Annalen^)  L.  Gi^eard  den 
Artikel  „Construction  du  polygone  regulier  de  17  cotes  au  moyen  du 
seul  compas",  womit  die  von  Klein  angedeutete  Lücke  ausgefüllt  war. 

Der  Ausgangspunkt  Gerards  ist  uns  von  den  Mascheronischen  Kon- 
struktionen her  schon  bekannt.  Es  wird  ein  Kreis  um  0  mit  dem  Ra- 
dius 1  gezeichnet  (Fig.  43),  und  auf  seiner  Peripherie  gibt  man  sich 
vier  Ecken  AB  CD  des  regulären  Sechsecks  an.  Um  A  und  D  schlägt 
man  Kreise  mit  Radius  AG  =  ]/o,  die  sich  in  E  treffen,  wodurch  die 
Strecke  OE  =  y2  gefunden  wird.    Dann  schlägt  man  um  D  einen  Kreis 

1)  Clebsch,  Annalen  G,  S.  588.  2)  S.  27,  Anm. 

3)  S.  .S9Ö— 392,  datiert  vom  8.  Juli  1896. 
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mit  Radius  OE,  der  den  Kreis  um  0  va  F  und  F'  und  den  Kreis 
um  A{AC)  in  G  und  G'  trifft.  Wir  wissen,  daß  dann  DF'ÄF  ein 
Quadrat  ist  und  daß  folglicli  FF'  durch  0  gehen  und  auf  AD  senk- 
recht stehen  würde  (§  5).  Zeichnet  man  nun  um  G  und  G'  Kreise  mit 
Radius  OE,  so  gehen  sie  einerseits  durch  D  und  bestimmen  andrerseits 
den  Punkt  H.  Dieser  ist  Mittelpunkt  von  OA,  denn  aus  den  Dreiecken 
DG'H  und   DG'A  berechnet   sich  DH 

=  1—.  Ferner  steht  HB  senkrecht  auf 

OA,  und  man  findet  HB   =  -^• 

Jetzt  beginnt  die  eigentliche  Sieb- 
zehneckskonstruktion.  Man  schlage  um 
H  einen  Kreis  mit  Radius  1,  der  auf  dem 
Kreis  um  0  die  Punkte  K  und  K'  be- 
stimmt. Macht  man  dann  OD  zur  Ab- 
szissenachse und  OF  zur  Ordinatenachse, 

so  ist  — —  die  Abszisse  und  ±  j/  ^  ~  T^ 
die  Ordinate  von  K  und  K'.  Schlägt 
man  also  um  K  und  K'  Kreise  mit  Ra- 
dius OE  und  treffen  diese  sich  in  T  und 
T',  so  ist 


{^hoE'-{y, 


und  daher 

OT  +  or  = 


TT' 


+  1, 


TT' 
2 


OT.or  =  -(^-i)(^  +  i)  =  -i. 


Daraus  ersieht  man,  daß  in  2-0T=y  und  2-0T'  =  y'  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

I.  ^f^y-4.  =  0 

ermittelt  sind.  Es  seien  jetzt  L  und  L'  die  Punkte  mit  den  Koordinaten 
or  und  ±  1,  Jf  und  M'  die  Punkte  mit  den  Koordinaten  OT'  und  +  1. 
um  L  und  L'  werden  Kreise  geschlagen  mit  dem  Radius  TE  =  ^2  +  OT^, 
ihre  Schnittpunkte  seien  ü  und  ü']  um  M  und  M'  werden  Kreise  ge- 
schlagen mit  dem  Radius  T'E  ='\/2  ^  OT'^,  ihre  Schnittpunkte  seien 
V  und  V'.   Es  berechnet  sich  dann 

(-^j  =  TU'  =  TE'-1^0T'  +  l 
(-^)  =  T'  F2  =  J^'J^^  -  1  =  OT'2  4- 1, 
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und  mit  Hilfe  dieser  Resultate  kann  man  weiterhin  die  Werte  von 
OTJ  +  0T]\  OÜ-OV,  Or+OV  und  OV-  OV  angeben.  Man  erhält 
nämlich 

iOü  +  OU'  ==0T  \-  Tü+Tü'  +  0T^2-0T  =  y 

1  Oü  '  OC/'  =  -  (^'  +  ot)  (^-0T)  =  -\ 

lOV+OV  =  OT'  +T'V  +  T'r'  -i-  OT'  =  20T'  =  y' 

I  OF  .  OV  =  -  (^  +  OT')  (^  -  OT')  =  -  1. 

Damit  aber  ist  nachgewiesen,  daß  OTJ  =u  und  OV  =  u'  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

IL  u^  —  yu  —  1  =  0, 

OY  =  V  und  OV  =  v'  die  Wurzeln  der  Gleichung 

in.  v'--y'v-l  =  0 

darstellen.  Um  nun  schließlich  auch  noch  eine  unserer  Gleichungen  lY 
zu  konstruieren,  bestimmt  man  die  Punkte  NN'  als  Schnittpunkte  zweier 
Kreise  um  0  und  um  U  mit  dem  Radius  AV  =  1  +  v  und  schlägt  um 
i\^  und  iV'  Kreise  mit  dem  Radius  VB  =  yVH'-\-HB'  =  Yv'  +  v  +  l, 
die  sich  in  X  und  X'  schneiden.  Da  N  und  N'  die  Koordinaten  —  und 


+  1/(1  4- i;)^  —  ^  haben,  so  ist 

und 

OX  +  OX'  =  OU  +  UX-^OX'=OU  =  u 

^-xr       r^^f       /Oü   ,    XX'\  (OU       XX'\ 
OX  .  0Z'=  (-^  +  _^)  (—  _  -^j  =  V. 

OX  =  x^  und  OX'  =  x^  sind  also  wie  früher  die  Wurzeln  der  Gleichung 

IV.  x^  —  ux  -{-  V  =  0. 

Damit  ist  die  gestellte  Aufgabe  erledigt,  und  es  bleibt  nur  noch 
übrig,  die  Seite  des  Siebzehnecks  selbst  zu  konstruieren.  Dies  geschieht, 
indem  man  um  X  einen  Kreis  mit  Radius  1  schlägt,  der  den  Kreis  um 

2  7t 

0(1)  in  P  und  P'  schneidet.  Da  nämlich  OX  =  x^  =  2  cos—  sich  er- 
geben hat,  so  haben  die  Punkte  P  und  P'  die  Abszissen-^  =  cos—, 
und  man  erkennt,  daß  BF  =  BF'  die  gesuchte  Siebzehnecksseite  ist 
Versteht  man  unter  dem  Symbol  S{a)  den  Kreis  um  den  Punkt  S 
mit  dem  Radius  a,  so  läßt  sich  das  Gerardsche  Verfahren  kurz  folgen- 
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dermaßen  zusammenfassen.  Auf  der  Periplierie  von  0  (1)  bestimme  man 
die  Punkte  AB  CD  als  vier  aufeinanderfolgende  Ecken  eines  regel- 
mäßigen Sechsecks.  Die  Kreise  ^(^C)  und  D{AC)  schneiden  sich  in  E. 
Der  Kreis  D{OE)  bestimmt  F  und  F'  auf  0(1)  und  Q  und  G'  auf 
A{AG).  Durch  die  Kreise  G{OE)  und  Q' {OE)  findet  man  H.  Man 
schlage  nun  H{\),  wodurch  K  und  K'  auf  0(1)  gefunden  werden,  und 
schlage  iL(0£')  und  K'  {OE),  die  sich  in  Tund  T'  schneiden.  Jetzt  werden 
L  und  L'  bestimmt  durch  r(l)  und  F{OT),  F' (OT),  ebenso  M  und 
M'  durch  T'(l)  und  F{OT'),  F'(OT').  L{TE)  und  LI{TE)  schneiden 
sich  dann  in  U  und  ü\  M{T'E)  und  M'iT'E)  in  Fund  V.  Sodann 
ergeben  sich  durch  0(AV)  und  U (AV)  die  Punkte  N  und  N',  so  daß 
endlich  JV(FB)  und  N\VB)  die  Punkte  X  und  X'  liefern.  Schneidet 
dann  noch  X(l)  den  Kreis  0(1)  in  den  Punkten  P  und  P',  so  sind 
PDP'  drei  aufeinanderfolgende  Ecken  des  gesuchten  Siebzehnecks.  — 
Anschließend  an  diese  drei  klassischen  Lösungen  sei  bemerkt,  daß 
elementare  Abhandlungen  über  die  Konstruktion  des  regulären  Siebzehn- 
ecks neuerdings  von  A.  Padoa^)  und  von  Richmond^)  geliefert  wurden. 
Auf  andere  kommen  wir  im  nächsten  Paragraphen  zu  sprechen. 

§  7.  Greometrograpliisclie  Konstruktionen. 

Jakob  Steiner  schreibt  in  seinem  Buch  „Die  geometrischen  Kon- 
struktionen usw."  in  der  Schlußbemerkung:  „Es  scheint,  daß  man  im  all- 
gemeinen bis  jetzt  noch  zu  wenig  Sorgfalt  auf  die  geometrischen  Kon- 
struktionen verwendet  habe.  Die  hergebrachte,  von  den  Alten  uns  über- 
lieferte Weise,  wonach  man  nämlich  Aufgaben  als  gelöst  betrachtet,  so- 
bald nachgewiesen  worden,  durch  welche  Mittel  sie  sich  auf  andere, 
vorher  betrachtete,  zurückführen  lassen,  ist  der  richtigen  Beurteilung 
dessen,  was  ihre  vollständige  Lösung  erheischt,  sehr  hinderlich.  So  ge- 
schieht es  denn  auch,  daß  auf  diese  Weise  häufig  Konstruktionen  an- 
gegeben werden,  die,  wenn  man  in  die  Notwendigkeit  versetzt  wäre, 
alles,  was  sie  einschließen,  wirklich  und  genau  auszuführen,  bald  auf- 
gegeben würden,  indem  man  dadurch  sich  gewiß  bald  überzeugen  müßte, 
daß  es  eine  ganz  andere  Sache  sei,  die  Konstruktionen  in  der  Tat,  d.  h. 
mit  den  Instrumenten  in  der  Hand,  oder,  um  mich  des  Ausdruckes  zu 
bedienen,  bloß  mittels  der  Zunge  auszuführen ...  Es  käme  also  darauf 
an,  zu  untersuchen,  auf  welche  Weise  jede  geometrische  Auf- 
gabe, theoretisch  oder  praktisch,  am  einfachsten,  genauesten 
oder  sichersten  konstruiert  werden  könne."  So  naheliegend  und 
natürlich  dieser  Gedanke  Steiners  im  Grunde  genommen  ist,  so  schwierig 
ist  es  gewesen,  ihn  zu  realisieren.   Erst  in  neuester  Zeit  ist  es  E.  Le- 


1)  Poligoni  regolari  di  34  lati,  trattazione  elementare,  il  Bolletino  di  Ma- 
tematica  1903,  p.  2.    Vgl.  Enriques,  Fragen  der  Elementargeom.  II,  S.  185. 

2)  Mathem.  Annalen,  Bd.  67,  1909,  S.  469. 
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MOiNE^)  gelungen,  Prinzipien  aufzustellen,  nach  denen  man  die  Einfach- 
heit und  Genauigkeit  einer  Figur  beurteilen  kann.  Es  hat  sich  dabei 
herausgestellt,  daß  die  sog.  klassischen  Lösungen  der  bekanntea  Auf- 
gaben gewöhnlich  nicht  die  einfachsten  waren,  sondern  daß  man  unter 
Umständen  ganz  neue,  wesentlich  einfachere  Lösungen  ihnen  gegenüber- 
stellen konnte.  Durch  diese  Fruchtbarkeit  hat  die  Greometrographie, 
wie  die  neue  Disziplin  genannt  wurde,  sich  Daseinsberechtigung  er- 
rungen, obgleich  die  Kritik  den  von  ihr  aufgestellten  Begriffen  nicht 
im  vollen  Umfange  zustimmen  kann. 

Lemoine  führt  die  Zeichnungen  auf  vier  Grrundoperationen  zurück : 

1)  das  Anlegen  des  Lineals  an  einen  bestimmten  Punkt  (Op.i^J, 

2)  das  Ziehen  einer  geraden  Linie  entlang  einem  Lineal 
(Op.  R^X  3)  ^^s  Einsetzen  einer  Zirkelspitze  in  einen  be- 
stimmten Punkt  (Op.  Cj)  und  4)  das  Schlagen  eines  Kreises 
(Op.  Og).  Dazu  fügt  er  noch  eine  weitere,  nämlich  das  Einsetzen  einer 
Zirkelspitze  in  einem  unbestimmten  Punkt  einer  gegebenen  Linie,  be- 
merkt aber  sofort,  daß  man  sie  praktisch  auch  zur  Operation  C^  rechnen 
könnte,  da  sie  nur  selten  vorkommt  und  man  einen  Punkt  der  Linie 
ins  Auge  fassen  muß,  um  die  Zirkelspitze  in  ihm  einsetzen  zu  können. 
Diese  Operation  soll  daher  im  folgenden  nicht  besonders  aufgeführt 
werden. 

Indem  nun  Lemoine  sämtliche  auszuführenden  Operationen  zählt, 
erhält  er  ein  Symbol  der  Konstruktion  von  der  Form 

Op.  (?!  jRi  -f  ^2  -J^g  +  m^  Ol  +  Wg  Cg), 
in  welchem  er 

/S  =  Zi  -f  Zg "+  *^i  +  ^2 
als  die  Einfachheit  und 

E  =  1^  +  w^l 

als  die  Genauigkeit  der  Figur  ansieht.  Die  Kritik^)  hat  der  Einfüh- 
rung des  ersten  dieser  beiden  Begriffe  zugestimmt,  obwohl  die  genannten 
vier  Grundoperationen  hierbei  als  völlig  gleichwertig  gezählt  werden, 
wozu  der  Nachweis  der  Berechtigung  fehlt.  Dagegen  lehnt  sie  die  Auf- 
stellung des  zweiten,  der  Genauigkeit,  ab.  Und  mit  Recht.  Denn  die 
Genauigkeit  einer  Zeichnung  hängt  nicht  nur  von  dem  Anlegen  des  Li- 
neals und  dem  Einsetzen  der  Zirkelspitze  ab,  sie  wird  durch  andere  und 
stärkere  Fehlerquellen  beeinflußt.  Besonders  das  Ziehen  gerader 
Linien  führt  zu  Ungenauigkeiten ,  und  es  will  daher  schwer  in  den 
Sinn,  daß  zwei  Lösungen  derselben  Aufgabe,  von  denen  bei  der  einen 
das  Lineal  mehr  angewandt  wird  als  bei  der  andern,  unter  Umständen 

1)  Principes  de  Geometrographie  ou  art  des  constructions  geometriques.  Archiv 
III 1,  S.  99,  323.  Ge'ometrographie  etc.  Collection  Scientia,  Pbys.  Math,  Nr.  18,  Paris. 
Die  Untersuchungen  datieren  etwa  seit  1888. 

2)  Adler,  Theorie  der  geometrischen  Konstruktionen. 
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derselbe  Genauigkeitsgrad  zukommen  soll.  —  Sind  aber  die  Figuren 
wenigstens  binsicbtlicb  ihrer  Einfachheit  im  Sinne  Lemoines  vergleich- 
bar,  so  wird  man  diejenige  von  mehreren  Lösungen  desselben  Problems 
als  die  zurzeit  einfachste  bezeichnen  können,  bei  der  die  Koeffizienten- 
summe S  den  kleinsten  Zahlenwert  bekommt.  Diese  Lösung  heißt  die 
geometrographische,  und  es  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  es  mehrere 
geometrographische  Lösungen  derselben  Aufgabe  gibt. 

Die  oben  gestreifte  Fruchtbarkeit  der  Greometrographie  geht  sehr 
deutlich  auch  aus  ihrer  Anwendung  auf  die  Kreisteilung  hervor,  die 
nun  besprochen  werden  soll.  Die  zur  Konstruktion  des  Fünfecks  er- 
forderliche Teilung  des  Kadius  nach  dem  goldenen  Schnitt  führt  bei 
Ptolemäus  (S.  18)  zu  dem  Symbol  Op.  (pB^-^  SB^-^-lG^-i-  öOg),  hat 
also  die  Einfachheit  S  =  20.  Die  klassische  Lösung,  die  darin  besteht, 
daß  man  zu  der  Strecke  AB  den  sie  in  B  berührenden  Kreis  M  mit 

dem  Radius  -^AB  zeichnet,  die  Zentrale  AM  zieht  und  um  A  Kreise 

schlägt,  die  den  vorigen  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Zentrale  be- 
rühren, wird  von  Lemoine  auf  das  Symbol  0^.{ßB.^-\-oB^-]-llC^-\-9C^ 
und  ^S  =  29  gebracht  und  im  Anschluß  daran  auf 

Op.  (4i?i  +  2B^  +  lOCi  +  8O2) 

und  Ä  ==  24  reduziert.^)  Es  hat  sich  nun  herausgestellt,  daß  dieser  Ein- 
fachheitsgrad bei  Anwendung  geometrographischer  Gesichtspunkte  weit 
unterboten  werden  kann.  Lemoine  selbst  teilt  drei  Konstruktionen  des 
goldenen  Schnittes  mit,  bei  denen  die  Einfachheit  /S=  13  erreicht  wird, 
ebenso  fanden  Güntsche^)  u.  a.  derartige  Konstruktionen.  Die  Zahl  >S=  13 
hat  jedoch  vorläufig  nicht  weiter  herabgesetzt  werden  können,  die  ihr 
entsprechenden  Lösungen  sind  also  geometrographische.  Jeder  einzelnen 
entspricht  eine  Fünf-  und  Zehnteilung  des  Kreises,  die  natürlich  auch 
geometrographisch  ist.  Güntsche  zählt  deren  acht  auf,  ihre  Einfachheit 
beträgt  bis  zur  Yollendung  des  Fünfecks  ä'  =  18,  bis  zur  Vollendung 
des  Zehnecks  S  =  22.  Sie  sind  im  folgenden  kurz  zu  skizzieren,  wobei 
nur  wenige  Erläuterungen  erforderlich  sein  werden. 

Die  ersten  drei  Fünf-  und  Zehnteilungen  gehen  aus  den  genannten 
Konstruktionen  des  goldenen  Schnitts  von  Lemoine  hervor,  der  indessen 
die  Kreisteilung  selbst  nicht  behandelt  hat.  Gegeben  ist  bei  allen  der 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  0,  dessen  Radius  bei  Berechnungen  =  1  ge- 
nommen wird, 

L  (Fig.  44.)  Durchmesser  .^5  0^0  Op. -Rj -f- i?2 

^5(0^)  trifft  Ar,OA,  in  B  und  0(1)  in  F  „  2C^  -^  C^ 

B  (B  0)  und  ^0  {B  0),    Schnittpunkt  D  ,,  3  (7^  -f-  2  Og. 

Während  die  Spitze  des  Zirkels  in  J.o'bleibt,  nimmt  mau  A^Fm  den  Zirkel. 
1)  Scientia  S.  50.    Archiv  III 1,  S.  113.  2)  Güntsche,  Archiv  III  6,  S.  143. 
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D{AqF)  trifft  OA^  innen  in  X,  außen  inZ'     Op.  2C^  +  C^, 
X  und  X'  teilen  OA^  nach  dem  goldenen  Schnitt,  und  es  ist 
0X2  _  OA^-A^X,     OX'2  =  OA^'A.X'. 

Ar,{A^X)  und  JsC^sZ')  treffen  0(1)  in  A^A^A^A^     Op.  30i  +  2O2 
A^{A,X') und  ^3(^5^')  treffen  0(1)  in  A^A^A^A^      „    2C^+2C^ 
Fünfeck     0^.  (B^-\- B, +  100^  +  60^)     >S  =  1 8 
Zehneck    Op.  (E^  +  Eg  +  120i  +  8O2)     /S  =  22 


Fig.  44. 


IL  (Fig.  45.)  Durchmesser  A^OAq 

A^{OA^)  trifft  0(1)  in  F  und  -F' 
Gerade  JPJP'  trifft  A^O  in  G 


Fig.  45. 

Op.      i?i  +  E2 

„  2  Ci  +  Og 
„  2Ji^-]-B^ 
„       Ol  +  Og. 


G{OA^)  trifft  JPJP'  in  i7 
Während  die  Spitze  in  0  bleibt,  nimmt  man  GA^  in  den  Zirkel. 

H{GA;)  trifft  0^  innen  in  X,  außen  in  X'  Op.  20^  +  O^. 

Fortsetzung  genau  wie  in  I. 
Fünfeck     Op.  {?,B^  +  2B^  +  80,  +  öOg)     /S  =  18 
Zehneck    Op.  (3  J?i  +  2i?2  +  10  0^  +  TO^)   >S  =  22. 
III.  (Fig.  46.)  Durchmesser  ^gO^o  ^p.  B^  +  B^ 

A^{OA^)  trifft  0(1)  in  0  unterhalb  0^  ;;  20^  +  G^ 

^5  (O^o)  trifft  0  (1)  in  F  oberhalb  OA^  „    C^  +  C, 

Gerade  A^C  trifft  ^5(0^0)  i^  ^  zwischen  A^  und  0  „  2 E^  +  i^^ 
.F(ZG^)  trifft  OAq  innen  in  Z,  außen  in  Z'  „  20^  +  C^ 

Fortsetzung  wie  in  I.   Symbole  wie  in  II. 
Hierzu  führt  Lemoine^)  den  folgenden  leicht  zu  beweisenden  Satz 
an:  In  dem  Kreise  mit  Mittelpunkt  0  seien  B  und  B'  die  Endpunkte 

— •  » 

1)  Scientia  S.  51. 
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eines  Durchmessers,  IT  der  Mittelpunkt  von  OB',  P  ein  beliebiger  Punkt 
des  Lotes  in  H  auf  OB',  G  der  Endpunkt  des  auf  OP  senkrechten 
Durchmessers.  Der  Kreis  um  P  mit  Radius  PG  trifft  OB  in  den  Punk- 
ten X  und  X',  die  OB  nach  dem  goldenen  Schnitt  teilen. 


Fig.  46. 

IV.  Konstruktion  von  Güntsohe^)  (Fig.  47). 

Durchmesser  ÄqOä^ 
A,{OÄq)  trifft  0(1)  in  G  und  OA^  in  0' 
0' (0' G)  mid  Ao{0' G)  Schnittpunkt  K 
K{AqA^)  trifft  OAq  innen  in  X,  außen  in  X' 
Af^fA^X')  und  ^o(A^)  ^reSen  0(1)  in  A^A^,  A^A^ 
As{AqX)  und  Aj(AqX)  treffen  0(1)  in  A^A^,  A^^AQ 
Symbole  wie  in  I. 


Op.   E,i-R, 

„       2  Q    +    Og 

„  30^  +  20, 

„  20-^  +  C^ 

„  30, +  20, 

V  2  Cj  -r  2  Co 


Fig.  47. 


V.  Konstruktion  von  Moeeau  -)  (Fig.  48). 


Durchmesser  A^OA-^ 


^0(^0^5)  und  0(^0^5)  treffen  sich  in  K  und  K' 
K'iA^A,)  trifft  0(^0^.5)  in  ^ 


Op.   R^  +  R.2 

„  3O1  +  2O0 

„     0,  +  Oo 


1)  Archiv  III  6,  S.  145.  2)  Archiv  III  6,  S.  145. 

MitzBcberling:  Problem  der  Krelateilung 
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Gerade  KH  trifft  A^A^  h^  X  Op.  2B^  +  B^ 

Aq{OX)  und  Aq(AqX)  treffen  0(1)  in  A^A^,  A^A,      „     AC^  +  2C^ 
A^  (A^X)  und  ^9(^0^)  treffen  0(1)  in  A^A^,  A,^A^     „    2C^+2C^ 
Symbole  wie  in  IL 
Zum  Beweis  nenne  man  m  den  Mittelpunkt  von  OAq.  Dann  ist 
<^  mKX  =  30°,  also  mX  =  ^KX,  und  da  KK'  =  /ib,  so  ist 


mX=  -^]/5. 


Fig.  48.  Fig.  49. 

VI.  Konstruktion  von  Güntsche^)  (Fig.  49). 

B  ist  ein  beliebiger  Punkt  der  Peripherie  von  0(1),  q  eine  inner- 
halb gewisser  Grenzen  beliebige  Strecke. 

B(q)  schneidet  0(1)  in  J  5  und  0  Op.    C^  +  C^ 

Durchmesser  J.5OJ.0  „2B^-i-B2 

A,{A,C)  trifft  B{q)  in  D  „  2C,  +  C, 

0  (^5  C)  trifft  A,  (A,  G)  in  J  „      ^1  +  Cg 

J{OB)  trifft  OAq  innen  in  X,  außen  in  X'  „   2G,-\-  C^ 

A,{A^ X)  und  A^{A^X')  treffen  0(1)  in  A,A„  A^A,    „  3C^  +  2C^ 

A,XA^X') und  A^{A^X')  treffen  0(1)  in  A^A^,  A,A,    „  2C,-{-2C, 

Fünfeck     Op.  (2B^  +  B,+  9C,-\-6C^)    S  =  IS 

Zehneck    Op.  {2B^  + B, +110^  +  80^)     S  =  22. 


1)  Archiv  III  9,  S.  256. 
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A^D  ist  die  Tangente  in  A^  (Tangentenkonstruktion  von  Evariste 
Bernes).  Infolgedessen  hat  0  die  Potenz  1  im  Kreise  D(Ag^D).  Andrer- 
seits haben  X  undX'  dieselbe  Potenz  im  Kreis  J(J.g  D)^  wie  0  im  Kreise 
D(A^D),  also  ist^5Z.0X  =  l  und  A^X'OX'^1.  Da  außerdem 
OX'  —  A^X'  =  1  und  A^X-OX=\,  so  sind  diese  Strecken  die  Wur- 
zeln der  Gleichung  x'^  -\-  x  —  1  =  0,  von  der,  wie  wir  wissen,  die  Fünf- 
teilung abhängig  ist. 

VII.  Konstruktion  von  Bodbnstedt^)  (Fig.  50). 

Durchmesser  A^PAq  Op.    B^  +  R^ 

A,{{)  trifft  0(1)  in  B  und  B'  „   2C,  +  C^ 

A^  (1)  trifft  0(1)  in  C  und  C  „     C^  +  C^ 

Gerade  C'A^  trifft  ^(1)  in  D  und  D'  „  2B^  +  B, 

B{BD)  trifft  0^5  in  X  und  X'  „   2C^^C^ 
Während  die  Zirkelspitze  in  B  bleibt,  nimmt  man  BO  auf. 

A, A 


XiX)  trifft  0(1)  in  A^A,  und  die  Achse  in  P  Op.  20^  -^  Og 

X'(l)trifft  0(1)  in  A^A^  und  die  Achse  in  P'  „      C^  +  C^ 

P(l)  und  P'(l)  treffen  0(1)  in  A^A^,  A^A^  „    2G^  +  2C.^ 

Symbole  wie  in  II. 

Der  Anfang  ist  dem  von  III  nachgebildet.  Zur  Ermittlung  der  Eck- 
punkte wird  das  Bestimmungsdreieck  des  Zehnecks  benutzt. 

VIII.  Konstruktion  von  Güntsche^)  mit  dem  Zirkel  allein  (Fig.  51). 
A^  ist  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Peripherie  von  0(1). 
^5(^50)  trifft  0(1)  in  F  und  F'  Op.  2G^  +  C^ 

F(FF')  trifft  0(1)  in  A^  „    2C,  +  C, 

A,{FF')  trifft  F{FF')  in  J  und  J'  „       C^  -\-  C, 

1)  ünterrichtsblätter  für  Math,  u,  Nat.  X,  1904,  S.  56. 

2)  Archiv  III  9,  S.  257. 
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J{Ä.Ä^)  und  J'C^sA)  treffen  sich  in  X  und  X'  Op.  30^  +  20^ 
Ä^{Ä^X)  und  ^5(^5X0  treffen  0(1)  in  Ä^Ä„  A^A^  „  3C,  +  2C, 
A^(A^X')nndAs{A^X')  treffen  0(1)  in  A^A^,A,A^  „    2C^  +  2C, 

Fünfeck     Op.  (1 1 O^  +  7  Og)     >S  =  18. 

Zehneck     Op.  (13  Oi  +  9  Og)     Ä  =  22. 

Man  findet  JPi^' =  1/3,    J^J' =  yTI,    XZ' =  )/5. 

Das  in  der  Lösung  VI  zur  Verwendung  gekommene  Verfahren  läßt 
sich  auf  die  Graußschen  Vielecke  ganz  im  allgemeinen  anwenden,  da 
hier    ebenfalls    nur  quadratische   Gleichungen   gelöst  werden  müssen. 


Fig.  51. 


Fig.  62. 


Ähnlich  also,  wie  wir  bei  v.  Staudt  ein  eigenartiges  Lösungsprinzip 
kennen  lernten,  so  hat  auch  die  Geometrographie  ein  solches  ausgebildet. 
GüNTSCHB^)  setzt  es  wie  folgt  auseinander. 

Aufgabe:  Eine  Strecke  JBG  innen  oder  außen  so  zu  teilen,  daß 
das  Produkt  der  Abschnitte  dem  Produkte  zweier  gegebenen  Strecken 
PQ  =  a  und  ES  =h  gleich  ist  (Fig.  52). 

Verlängere  PQ  =  a  um  QT  =h  {3C^  + C^).  Schlage  mit  belie- 
bigem, aber  hinreichend  großem  Radius  q  die  Kreise  P{q)  und  T(q), 
die  sich  in  jS^  schneiden  (2Cj^-i- 2C2).  Ebenso  schlage  B{q)  und  G(q), 
die  sich  in  L  treffen  (20^  +  ^Og).  L{KQ)  schneidet  dann  BC  innen  in 
den  gesuchten  Punkten  J^  und  J^  (30i-f  C^),  denn  die  Potenz  von  J^ 
in  bezug  auf  L(q)  ist  gleich  der  Potenz  von  Q  in  bezug  auf  K{q),  so- 
mit BJ^J^C  =  PQQT  =  a'h.     Op.  (100,  +  öO^). 

Für  die  äußere  Teilung  wird  PQ  um  h  verkürzt.  Die  entsprechen- 
den Buchstaben  sind  mit  einem  Strich  versehen. 

In  dem  Spezialfall  a  =  h  hat  man  folgende  von  Morbau  stammende 
Lösung  (Fig.  53). 

1)  Archiv  III  9,  S.  253. 


X 


Fig.  53. 
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Errichte  zu  PQ  =  a  in  Q[P]  die  Senkrechte  QK[PK']  von  be- 
liebiger, aber  hinreicliender  Länge.  Schlage  die  Kreise  B{PK)  und 
C(PK)  [B(PK')  und  C{PK')l  die  sich  in  i[L']  treffen.  L{QK)  [L'iQK')'] 
trifft  J5C innen  [außen]  in  den  gesuchten  Punkten  J^  und  Jg  [J^'  und  Jg'l 
denn  J^  und  J",  [J/  und  Jg']  haben  dieselbe  Potenz  in  L  (PK)  [L'(PK')l 
wie  g  in  K{PK)  [K'(PK')l  also  a^^  und  es  ist 

Mit  Hilfe  dieses  Prinzipes  sind  nun  von  Moreau  und  Güntsche  auch 
geometrographische  Konstruktionen  des  Siebzelinecks ^)  auf- 
gefunden worden,  die  eine  Vereinfachung  gegenüber  den  drei  klassischen 
Lösungen  bedeuten.  Zum  Beispiel  hat  die  Konstruktion  von  Sereet  bis 
zur  Bestimmung  der  Vierund-  ^'  ^ 
dreißigecksseite  den  Einfach- 
heitsgrad 5  =  62,  während 
Geeard  selbst  für  seine  Masche- 
ronische Konstruktion  den  Ein- 
fachheitsgrad S  =  Q6  angibt.  Die 
geometrographischen  Lösungen 
dagegen  erniedrigen  den  Ein- 
fachheitsgrad auf  S  =  32  und 
für  die  Lösung  mit  dem  Zirkel  allein  auf  >S'=  38,  so  daß  in  der  Tat  eine 
wesentliche  Vereinfachung  erreicht  ist.  Dabei  ist  der  Gang  der  Konstruktion 
insofern  genau  derselbe  wie  bei  den  drei  klassischen  Lösungen,  als  dieselben 
Gleichungen  auch  in  derselben  Reihenfolge  zur  Behandlung  kommen. 
Wir  können  uns  also  auf  die  frühere  Darstellung  (§  6)  berufen  und 
brauchen  nur  anzugeben,  wie  das  neue  Lösungsprinzip  hierbei  zur  Ver- 
wendung kommt. 

Gegeben  ist  wieder  der  Kreis  0  (1).  B  ist  ein  beliebiger  Punkt 
seiner  Peripherie,  q  eine  beliebige  Strecke.    (Fig.  54.) 

L         2/2  +  1/  -  4  =  0. 

Der  Kreis  B{q)  trifft  0(1)  in  Ä  und  C  Op.    C^  +  C^ 

Durchmesser  .40^-0  „  2i?j  +  J22 

Ä  (ÄC)  trifft  B  (q)  in  D  „  2  0^  +  0^ 

0  (AC)  trifft  A {AC)  in  J  „  C,  +  C, 

J{AqD)  trifft  die  Verlängerung  von  OAin  J^     „  3  C^  +  C^ 

J^A  =  y,    J^0  =  y', 

denn  DA  ist  die  Tangente  in  J.  (Tangentenkonstruktion  von  Ev.  Bernes), 
also  hat  A^  die  Potenz  4  im  Kreis  D  {AD).     Dieselbe  Potenz  hat  J^ 

1)  Sitzungsberichte  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft.  26.  Nov.  1902. 
S.  10.    Archiv  III  9,  S.  257. 
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im  Kreise  J {AD),  da  JJ^  =  A^B.   Folglich  ist  J-i^A-  J^0  =  4,  während 
gleichzeitig  J^O  —  J^A=  1  gefunden  wird. 

IL       u^-yu- 1  =  0.  m.v^-y'v-l=0. 

Ji  (JA)  trifft  0  (A C)  in  K  und  A{AC)  in  L     Op.  2 (7^  +  C^ 

K(OD)tYm  OA,  in  K^  „    ?>G^  + C^ 

L{OD)  trifft  die  Verläugerung  von  AJ^  in  L^     „       C^  -f  C^ 


L^A  =  u,     L^  J^ 


OK,  =  v, 


denn  0  hat  die  Po- 
tenz 1  im  Kreise  D 
(AD).  Dieselbe  Po- 
tenz haben  L^  im 
Kreise  L  (AD)  und 
K^  im  Kreise  K 
(AD),daLL^^KK^ 
=  OD,  also  ist 
L^J^  •  L^A  =  1  und 
J,K,  ■  OK,  =  1, 
während  andrerseits 
^''■''-  L,A-  L,J,  =  J,A 

==  y  und  J^K,—  0K,=  J.^^0  =  y'  gefunden  wird. 

IV.      x^  —  ux  -\-  V  =  0. 

K,  (LA)  trifft  A(AG)  in  Jf*  Op.  2Ci  4  C, 

ii  (LA)  trifft  A(A(J)inM  „      C^^  C^ 

M(OM'^)  trifft  AL^  in  Ji^  und  M^  „    dC^  +  Og 

M^A  =  Xi,     M^A  =  x^, 

denn  iHf^  hat   dieselbe  Potenz   im   Kreise  M(AD),  wie  0  im  Kreise 
Jlf*  (^D),  da  JfiJf=  OJf*     Also  ist 

d.h. 

M^A-  M^A  =  v; 

andrerseits  ist 

L^A  =  4i)ii  +  M^A  =  ilfi  J.  +  M^A  =  u. 

Wir  wissen  von  früher  (S.  32),  daß  x^  die  Seite  des  Vierunddreißig- 
ecks  darstellt,  daher  ist  das  Symbol  dieses  Verfahrens  bis  zur  Bestim- 
mung dieser  Seite: 

Op.  (2^1  +  -^2  +  1901  +  IOC,)    S  =  32. 

Das  Festlegen  der  Eckpunkte  kann  nun  leicht  geschehen  wie  folgt. 

A  (AMj)  gibt  die  Eckpunkte  2  und  15  Op.  20^-^0, 

A(AM,)  gibt  die  Eckpunkte  8  und  9  „      0^  -fCg 
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8(8,  9)  gibt  den  Eckpunkt  7  (Moreau)  Op.  20^  +  0^ 

2  (8,  9)  und  15  (8, 9)  geben  1  und  3,  14  und  16    „    20^^  +  20^ 

15(15,3),  16(15,3),  Äo(16,  3)  und  1  (15,  3) 
geben  die  Eckpunkte  10,  4  und  11,  5  und 

12,  6  und  13  „    4(7i  +  4(72 

Op.{2R,  +  B,  +  S0C,-Jrl9C,)    S  =  52. 


Die  geometrogra- 
phiscbe  Konstruk- 
tion des  Siebzebn- 
ecks  mit  dem  Zirkel 
alleinwarvonGüNTSCHE 
in  den  Sitzungsbericbten 
der  Berliner  matbema- 
tiscben  Gresellscbaft  ^) 
auf  /S  =  39  gebracbt, 
wurde  aber  von  ibm 
selbst  später  auf  /S  =  38 
reduziert.^)  Das  Ver- 
fahren ist  dem  obigen 
ganz  analog,  so  daß  eine 
nähere  Erläuterung  sieb 
erübrigt. 


Fig.  55. 


Gegeben  Kreis  0  (1).  Ä  ist  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Peripherie. 
(Fig.  55.) 

I.        Ä  {Ä 0)  trifft  0 (1)  in  F  und  F^  Op.  2C^  +  C,^ 


F{FF')  trifft  0(l)in.4ound^(j.0)in^' 

Ä  {FF')  trifft  F(FF')  in  J  und  J ',  0  (1)  in  i7 

J(Ä' H)  und  J'  (Ä' H)  schneiden  sich  in  J^  auf 
der  Verlängerung  von  FÄ 

II.  III.  Ji  {J'Ä)  trifft  F{FF')  in  K  und  K',  A  {FF') 
in  L  und  L' 

K{ÄÄq)  und  K'  {ÄAq)  treffen  sich  in  K^ 

L{ÄÄq)  und  L'  (ÄAq)  treffen  sich  in  L^ 

IV.      K^  {L'Ä)  trifft  A  {FF')  in  M* 

L^  {L'A)  trifft  A  {FF')  in  M  und  M' 
M{FM--^-)  und  M' {FM*)  treffen  sich  in  M^ 


„    2C^^C^ 
„      Cj  -f  C, 

„    40, +  2^2 

0^.20,  + C, 

„    4C,  +  2C, 
f,    2  Ol  -{-  2  Co 

0^.2C,  +  C, 

„  Gl  +  L/g 


und  i!£ 


4(7i  +  2C, 


1)  11.  Sitzung,  26.  Nov.  1902.   S.  13. 


2)  Archiv  III  9,  S.  257. 
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AM^  ist  die  Seite  des  Vierunddreißigecks,  und  wir  haben  dalier 
bis  jetzt  das  Symbol  Op.  (2AC^  +  UC^)  S  =  38.  Die  Festlegung  der 
Eckpunkte  geschiebt  wie  oben  mit  dem  Aufwände  von  llOj  +  90^,  so 
daß  insgesamt  23  Kreise  erforderlich  sind  und  als  vollständiges  Symbol 
herauskommt : 

Op.  (35C1+23C2)    Ä=58. 

Die  Anwendung  des  Verfahrens  auf  das  257-Eck  hat  sich  Güntsche 
vorbehalten. 

III.  Näherungskonstruktionen. 

§  8.  Konstruktionen  mit  Zirkel  und  Lineal. 

Die  Möglichkeit,  dem  Kreise  regelmäßige  Vielecke  mit  Zirkel  und 
Lineal  einzubeschreiben,  beschränkt  sich,  wie  wir  wissen,  auf  eine  ganz 
bestimmt  definierte  Grruppe  von  Vielecken.  Soll  also  ein  dieser  Gruppe 
nicht  angehörendes  Vieleck  einem  Kreise  einbeschrieben  werden,  so  kann 
die  Konstruktion  theoretisch  niemals  exakt  sein,  sondern  nur  näherungs- 
weise Gültigkeit  beanspruchen.  Damit  ist  nicht  gesagt,  daß  sie  wertlos 
sein  müsse,  denn  praktisch  genommen  sind  alle  Konstruktionen,  auch 
die  theoretisch  exakten,  nur  Näherungskonstruktionen.  Gerade  dieser 
Umstand  ist  es  offenbar  gewesen,  der  in  früheren  Zeiten  häufig  den 
Charakter  einer  Näherungskonstruktion  verhüllte  und  zuweilen  selbst 
die  größten  Männer,  wie  z.  B.  einen  Lionaedo,  in  den  Irrtum  verfallen 
ließ,  sie  für  exakt  zu  halten.  Dazu  kam,  daß  eine  Reihe  von  Konstruk- 
tionsregeln unter  Handwerkern  weit  verbreitet  war  und  in  den  Zünften 
und  Bauhütten  überliefert  wurde,  wo  natürlich  lediglich  ihre  praktische 
Verwendbarkeit  in  Frage  kam.  Das  geheimnisvolle  Dunkel  übrigens,  mit 
dem  gerade  die  Bauhütten  sich  zu  umgeben  pflegten,  macht  es  häufig 
unmöglich,  die  überlieferten  Regeln  und  Vorschriften  auf  ihren  Ursprung 
zu  verfolgen.  Der  erste,  der  zwischen  exakten  und  angenäherten  Kon- 
struktionen wohl  zu  unterscheiden  wußte,  war  der  große  Meister  Al- 
BBECHT  DüRER.^)  Die  iu  ihm  erwachte  Kritik  hat  aber  die  Näherungs- 
konstruktionen nicht  beseitigt,  sondern  ihnen  nur  eine  andere  wisseD- 
schaftliche  Stellung  gegeben,  da  man  sie  eben  „von  behendigkeyt 
wegen  in  der  arbeyt  braucht".  Sein  Standpunkt  ist  daher  heute 
wieder  von  besonderem  Interesse,  wo  man  auch  in  der  Wissenschaft 
wieder  mehr  Wert  auf  praktisches  Zeichnen  legt. 

Die  Näherungskonstruktionen  regelmäßiger  Vielecke  zerfallen  in 
zwei  Gruppen,  nämlich  1)  in  Methoden,  die  auf  alle  Vielecke  anwendbar 
sind  oder  doch  wenigstens  mehrere  zu  zeichnen  gestatten,  und  2)  Vor- 
schriften, die  nur  speziell  für  den  Fall  gebraucht  werden  können,  für 
den  sie  ersonnen  sind.  Demgemäß  sollen  auch  in  der  folgenden  Be- 
sprechung diese  beiden  Gruppen  getrennt  behandelt  werden. 

1)  ünderweysung  der  messung  mit  dem  zirkel  und  richtscheyt.    II.  Buch. 
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1.  Allgemeine  Näherungskonstruktionen. 

a)  Konstruktion  des  Caelo  Renaldini  (1615 — 1698).  Es  ist  die- 
selbe, die  bereits  vor  ibm  (1628)  durcb  Antoine  de  Ville  veröffentlicht 
und  durch  Abraham  Bosse  (1665)  verbessert  worden  war.^)  Ob  sie  von 
Renaldini  selbständig  erfunden  ist,  bleibt  unentschieden  (Fig.  56). 

Man  teilt  den  Durchmesser  AB  des  gegebenen  Kreises  0(1)  in  n 
gleiche  Teile  und  zeichnet  über  AB  das  gleichseitige  Dreieck  ABC. 
Zieht  man  nun  von  C  aus  den  Strahl  CQ  durch  den  von  A  aus  ersten 

Teilpunkt  E,  so  ist  nach  De  Ville  avG  AQ  =  —  des  Umfanges;  zieht 

man  dagegen  den  Strahl  GP  durch  den  zweiten  Teilpunkt  D,  so  ist  nach 

Bosse  und  Renaldini  arc  AP  =  —  des  Umfanges. 

Durch  Anwendung  des  Sinussatzes  findet  man^) 


n-2 


2yn^-n-}-l 

i 

^ 

(n-2)yj 

J 

\ 

2yn^-n  +  l 

^ 

7 

~"~V 

n  —  4: 
A 

// 

4 

0        \r 

2]/n2-2w+4 

n 

r    j  ' 

(n  -  4)  yj 

^ 

.L 

^ 

2yn^-2n-\-4: 

Fi( 

5-  56. 

sinOa^  = 


sin  OQB  = 


sin  OCT>  = 


sin  OPB  = 


undda^O^  =  900-(OCJ5+O^^)  und  J.OP=  900-(0 Ci)+ OPZ)) 

360° 
ist,  so  ergeben  sich  für folgende  Werte 

w  =    5 

De  Ville 72°43' 

Bosse  u.  Renaldini    7P57' 
wirklieber  Wert    .    72<'  0' 

Man  entnimmt  hieraus,  daß  die  Annäherung  bei  Bosse  und  Renal- 
dini durchgängig  besser  ist  als  bei  De  Ville,  daß  sie  aber  bei  beiden 
mit  zunehmendem  n  sich  verschlechtert. 

b)  Konstruktion  von  Carl  Bernhard  zu  Sachsen- Weimar^)  (Fig.  57). 
Man  zeichnet  im  Kreise  0(1)  zwei  zueinander  senkrechte  Durchmesser 
AB  und  CD,  teilt  dann  AB  in  n  gleiche  Teile  und  trägt 

AE  =  DF=^AB 


7 

9 

11 

13 

52030' 

4in5' 

34°  0' 

28057' 

51«31' 

Aonv 

330  9' 

28n3' 

51"26' 

40°  0' 

32«44' 

27042' 

1)  Cantor  III.  S.  21.  2)  Kästner,  Geom,  Abb.,  I.Sammlung,  266—281. 

3)  A.  Kunze,  Lehrbuch  der  Geometrie,  Jena  1841.     J.  A.  Timmermans.  Cor- 
resp.  Quetelet  4.  349. 
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auf  den  Verlängerungen  von  OA  und  OD  ab.  Man  verbinde  dann  E  mit 
F  und   ferner  den  näher  an  A  gelegenen  Scbnittpunkt  G  dieser  Ver- 
bindungslinie und  der  Peripherie  mit  dem  von  A  aus  dritten  Teilpunkt 
H  von  AB.    Dann  ist  GH  die  gesuchte  Seite  des  regulären  w-Ecks. 
Durch  leichte  Umrechnungen  findet  man  zunächst 


^«=(l  +  i)V2-l/| 


'  n         n^        \  nj  Y 


Trägt  man  nun  GH  als  Sehne  in  den  Kreis  ein  und  nennt  t,  den  zu 
GH  gehörigen  Zentriwinkel,  so  ergibt  sich 


sm 


1-  =  1-  A2 _  3^  _^  4g  _  ^,^  _  6^)  y^2  _  4,^  _  4_ 


2         2?^ 

Diese  Formel  liefert  für  spezielle  n  folgende  Werte  von  ^: 

n=  b  7  9  11  13 

e=     710  20'         51»  25'         39*^56'         32°  40'        27°  39' 
statt      72°  0'  51°  26'  40°    0'         32°  44'        2T  42' 


c)   Konstruktion  von  Franciscüs  Vieta^)   (1540 — 1603).    Sie  ist 
theoretisch   ebenso   allgemein  wie   die  voranstehenden,  läßt  sich  aber 

praktisch  nur  für  gewisse  Viel- 
ecke durchführen.  Sie  leitet  das 
w-Eck  aus  dem  {n—  1)-Eck  und 
dem  (w+l)-Eck  ab  (Fig.  58). 
Man  zeichne  in  dem  Kreis  0(1) 
zwei  zueinander  senkrechte 
Durchmesser  AB  und  CD  und 
mache  die  Sehnen  DE  und  DI 
gleich  den  Seiten  des  regel- 
mäßigen (w  +  1)  -  Ecks  und 
{n  —  1)-Ecks.  Sind  ferner  G  und  H  die  Schnittpunkte  der  Verlängerungen 
dieser  Sehnen  mit  der  Verlängerung  von  OA,  J  der  Mittelpunkt  von  GH, 

undiT  der  Schnittpunkt  von  DJ  mit  dem  Kreise,  so  ist  DK  die  w- Ecksseite. 

2ä 


Fig.  58. 


Eine  Prüfung  ergibt  die  folgende  Berechnung:  Aus  ^FOD  = 


und  ^  EOD  =  -^  folgt  ^  FHO  =  ^  und  ^  EGO 

nach  ist  0H=  cotg und  OG  =  cotg — ;— ?  somit 

°n  —  l  °n-\-l 


0  J=  I  {0H+  OG)  =  I  (cotg^^  +  cotg^J 
=  cotg  OJD. 


w+i 


2w« 


n—1 
Da- 


2  sin •  sin  — r— 

n  —  1         n-fl 


1)  Pseudomesolabum  et  alia  quaedam  adiuncta  capitula  1596.   2.  Zusatz. 
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Folglich  kommt  man  zu  dem  Resultat: 


2  Sin sm  — ; — 

n  —  1         n-{-l 

.     2mt 

W^  — 1 

9               11 

13 

40»  V        32«  44' 

27°  42' 

40«  0'        32°  44' 

27"  42' 

Ö 

ig  ^KOD  = 

und  kann  die  Tabelle  aufstellen: 

w  =         5  7 

^KOD=    12''  25'      51°  30' 
statt    72«  0'        51°  26' 

Die  Voraussetzung  bei  diesem  Verfahren  ist,  wie  bemerkt,  die,  daß 
man  die  Seite  des  (w— 1)-Ecks  und  des  (w+l)-Eeks  zeichnen  kann. 
Das  ist  der  Fall  beim  5-Eck,  7-Eck, 
9-Eck,  11-Eck,  31-Eck,  33-Eck..., 
die  sich  demnach  ohne  weiteres  durch 
Anwendung  dieser  Methode  kon- 
struieren lassen.  Bei  der  außer- 
ordentlich guten  Annäherung,  die  hier 
stattfindet,  wird  man  jedoch  auch 
gute  Resultate  erwarten  dürfen,  wenn 
man  als  (w— 1)-  oder  (w+l)- Ecks- 
seite eine  nicht  exakt  konstruierte 
sondern  durch  Näherungskonstruk- 
tion ermittelte  Strecke  verwendet,  so 
daß  das  Verfahren  allgemeiner  wird,  ^ 
als  es  zuerst  erscheint.  Schließlich 
wird  man  die  hier  gewonnene  Figur  auch  dazu  benutzen  können,  um 
aus  dem  (w-f2)-Eck  und  dem  (w+l)-Eck  das  w-Eck  oder  umgekehrt 

zu  ermitteln,  was  nach  der  Formel  2  cotg  — j-r  —  cotg  — r-.  =  cotg  |  ge- 

schehen  kann,  worin  |  ~  —  bedeuten  wird. 

d)  Allgemeine  Näherungskonstruktion,  beruhend  auf  der  Rektifi- 
kation von  KocHANSKi  (1685). 

In  dem  Kreis  M{1)  zeichnet  man  (Fig.  59)  einen  Durchmesser  CD, 
legt  in  C  die  Tangente  an  den  Kreis,  macht  <^  OJf£^  =  30°  und  EF=  3. 
Dann  ist  DF  sehr  genau  die  rektifizierte  halbe  Peripherie,  denn  es  er- 
gibt sich  DF=  3,141533.1)  Man  teilt  nun  DF  so,  daß  DH  =  ^DF 
wird,  macht  CJ  =  DH,  ferner  DK  =  1,  und  zieht  KJ.  Dadurch  erhält 
man  auf  dem  Kreis  bei  C  den  Punkt  L,  und  es  ist  GL  mit  großer  An- 
näherung die  gesuchte  w-Ecksseite,  vorausgesetzt,  daß  w>  10  ist.  Bei- 
spielsweise beträgt  der  Fehler  beim  Elfeck  nur  etwa  1',  beim  Siebzehn- 
eck nur  wenige  Sekunden. 


Fig.  59. 


1)  Acta  eruditorum  4,  1685,  p.  397. 
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2.  Spezielle  Ngiflierungskonstruktionen 

1.  Fünfeck.  Konstruktion  von  Lionaedo  da  Vinci ^)  (Fig.  60).  Ge- 
geben Kreis  0(1),  Ä  ist  ein  beliebiger  Punkt  der  Peripberie.  Man 
schlage  den  Kreis  Ä{1),  der  0(1)  in  B  und  C  trifft,  dann  0(1),  der 
D  auf  0(1)  bestimmt,  und  endlich  D{1).  Nun  verbinde  man  A  mit  Z), 
wodurch  man  N  auf  dem  Bogen  OC  erhält,  und  ziehe  eine  Gerade  von 

B  aus  durch  N,  die  0(1)  in  ilf  begegnet.   Es  soll  alsdann  AM  ^ — 
der  Peripherie  sein.  Da  man  in  der  Tat  leicht  feststellt,  daß  die  Sehne 


MB  durch 


V 


19-81/3 


ausgedrückt  werden  kann,  so  findet  man 


5-2-)/3 

^MOB=  132°  25', 

also  <^  JfÖO=  12025'  oder  <^  MOA  =  72«25'  (statt  7200'). 

IL  Siebeneck.  Über  das  Siebeneck  im  Kreise  hat,  wie  aus  der 
arabischen  Literatur  bekannt  ist^),  Archimedes  eine  Schrift  verfaßt,  deren 
Inhalt  aber  leider  verloren  gegangen  ist.  So  reicht  unsere  Kenntnis  von 

Siebeneckskonstruktionen 
nur  bis  zu  den  Arabern 
selbst  zurück.  Abu'l  Wafa^) 
empfiehlt,  als  Siebenecks- 
seite die  Hälfte  der  Seite 
des  dem  Kreise  einbeschrie- 
benen regelmäßigen  Drei- 
ecks zu  benutzen.  Bemer- 
kenswert ist  vor  allem  der 
Zusatz:  „Mais  cela  est  une 
approximation  et  non  pas 
une  construction  exacte." 
Es  ist  das  um  so  auffälliger, 
weil  viel  später  Lionardo  da  Vinci*)  bei  Gelegenheit  derselbenKonstruktion^ 
die  ihm  möglicherweise  von  anderer  Seite  mitgeteilt  worden  ist,  ausdrück- 
lich hervorhebt,  daß  sie  genau  richtig  sei.  Die  Methode  Abü'l  Wafä's, 
von  JoRDANus  Nemorarius^)  als  indische  Regel  (quaestio  Indorum) 
bezeichnet,  ist  Jahrhunderte  hindurch  weit  verbreitet  gewesen  und  in 
vielen  geometrischen  Schriften  zu  finden.  Die  zeichnerische  Ausführung 
variiert  ein  wenig.  Z.B.  schlägt  Lionardo  da  Vinci ^)  folgenden  Weg 
ein  (Fig.  61).  Ist  0(1)  der  gegebene  Kreis  und  A  ein  beliebiger  Punkt 
der  Peripherie,  so  zeichnet  man  den  Kreis  .^4.(1),  der  0(1)  in  JS  trifft, 

1)  Charles  Ravaisson-Mollieu,  Les  Manuscrits  de  Leonard  de  Vinci,  B.  fol.  27 
verso.     Cantor  II,  272. 

2)  Suter,  Die  Mathematiker  und  Astronomen  der  Araber,  S.  36. 

3)  Journal  Asiatique  1855.     Woepcke,  Recherches  etc.,  Chap.  III. 

4)  Cantor  II,  275.  5)  Cantor  H,  76. 
6)  a.a.  0.  B.  fol.  28  recto.     Cantor  II,  273. 


Fig.  60, 
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und  B(l\  der  Ä{V)  in  C  schneidet.  Ferner  verbindet  man  Ä  mit  B 
durch  eine  Sehne  und  zieht  OC,  wodurch  AB  in  D  geschnitten  wird. 
OD  ist  die  gesuchte  Siebenecksseite.  Granz  analoge  Methoden  findet  man 
in  der  Geometria  deutsch,  deren  Verfasser  und  Entstehungszeit  un- 
bekannt ist,  bei  Albrecht  Dürer-^),  bei  Claude  Mydorge^),  bei  Pirkbn- 
STBiN^)  u.  a.  Etwas  anders  dagegen  lautet  die  Vorschrift  des  Carolus 
Marianus  Cremonensis*)  (Eig.  62).  Man  ziehe  den  Radius  0Ä{=  1)  und 

verlängere  ihn  um  ÄC=-^OÄ.  Hier-         ^-^ ^^s.Ä^" ^\ 

auf  schlage  man  den  Kreis  (7(1),  der     X  /   l\\  \ 

0(1)  in  JB  trifft,  und  verbinde  JB  mit  ^.  /  /    i    \\  \ 

BA  ist  die  Siebenecksseite.  In  der  Tat  1       '        o*— I— i— 4— ^  ] 

braucht  man  nur  das  Lot  BD  zu  fällen,  l  l  ;  / 

wodurch  \  \       /  / 


wird,  und  sieht  nun, 

also  AB  =  yV^  ist. 

Ein  Urteil  über  die  Annäherung,  die  durch  die  indische  Regel  er- 
reicht wird,  gewinnt  man,  wenn  man  den  zu  der  Sehne  -—  }/3  gehören- 
den Zentriwinkel  berechnet.  Man  findet  51°  19',  während  der  Zentri- 
winkel des  Siebenecks  51°  26'  beträgt. 

D.  EsTREMOPP^)  gibt  für  die  Siebenecksseite  den  folgenden  leicht  zu 
konstruierenden  Wert  an: 


4 


=  0,86803, 


für  den  der  Zentriwinkel  a  =  5P27'  statt  5P26'  gefunden  wird,  also 
eine  sehr  gute  Annäherung  aufweist. 

IIL  Neuneck.  Es  ist  bekannt,  daß  der  Astronom  Hipparch^/ 
(2.  Jahrh.  v.  Chr.)  eine  Sehnentafel  berechnete,  in  der  das  Verhältnis 
der  w-Ecksseite  zum  Radius  Ä„  =  a„  :  r,  also  die  Länge  der  w- Ecksseite 
im  Einheitskreis,  angegeben  war.  Diese  Zahlenwerte  ermöglichten  es 
Heron  von  Alexandrien,  die  Koeffizienten  in  der  leicht  zu  verifizieren- 
den Formel  Fn  =  Cn-  a^  für  die  Fläche  des  »»-Ecks  zu  ermitteln. 
Während  nun  die  Sehnentafel  verloren  gegangen  ist,  sind  die  c„  für 
t^  ==■  1  bis  12  überliefert,  so  daß  man  rückwärts  die  Ä;„  aus  den  Cn  mit 

Hilfe  der  Beziehung 

z.    _        ^'^ 

Vl6c|-[-w2 


1)  UnderweysTiüg,  IL  Buch,  Fig.  10,  11.        2)  Cantor  II,  616. 

3)  Math.-Naturw.  Bl.  VI,  S.  60/61.  4)  Cantor  II,  Vorrede  S.  VIU. 

5)  Spazinski's  Bote,  Nr.  146.  6)  Cantor  I,  370. 
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berechnen  könnte.  Führt  man  die  Berechnung  für  n  =  9  aus,  indem 
man  sich  der  Werte  ~  oder  y  für  Cg  bedient,  so  erhält  man  mit  großer 
Annäherung  ^9  =  y  Das  ist  ein  Wert,  der  sehr  bequem  zu  Neunecks- 
konstruktionen verwendet  werden  kann  und  vielleicht  schon  von  den 
Griechen  dazu  verwendet  worden  ist.  Doch  ist  das  Resultat  kein  sehr 
gutes,  da  man  als  Zentriwinkel  nur  38° 57'  statt  40° 0'  bekommt. 

Wesentlich  genauer 
wird  die  Zeichnung, 
wenn  man  einer  zwei- 
ten Vorschrift  folgt, 
die  zuerst  beiLioNAEDo 
DA  Ytnci^),  dann  aber 
auch  bei  andern,  z.  B. 

bei       PlRKENSTEIN^), 

nachgewiesen  werden 
kann.  Sie  beruht  auf 
der  Konstruktion  eines 
Dreiecks  mit  den  Sei- 


ten 1  und 


die  den 


Mg.  63. 


Winkeil 50°  einschlie- 
ßen. In  diesem  Dreieck 
ist  nämlich  der  der 
Seite  1  gegenüber- 
liegende Winkel  20°  6', 
also  nur  um  6'  größer 
als  der  Zentriwinkel 
beim  Achtzehneck,  so  daß  sich  der  Neuneckswinkel  mit  einem  Fehler 

von  nur  etwa  —  °  ergibt. 

Einen  dritten  Weg  weist  uns  Albeecht  Düäer^),  dessen  Methode 
später  von  Daniel  Schwbntee  (1585 — 1636)  verallgemeinert  worden  ist. 
Man  zeichnet  (Fig.  63)  zu  dem  gegebenen  Kreis  0(1)  einen  konzentri- 
schen mit  dem  dreifachen  Radius  und  trägt  in  diesen  „drey  fischsblosen^' 
ein,  derart,  daß  sie  in  0  zusammentreffen  und  mit  ihren  andern  Eck- 
punkten ABC  auf  der  Peripherie  ein  gleichseitiges  Dreieck  bestimmen. 
Schneidet  nun  die  Fischblase  ÄO  den  Kreis  0(1)  in  den  Punkten  D 
und  E,  so  ist  DE  die  Seite  des  ihm  einbeschriebenen  Neunecks,  ebenso 
EG  und  SJ.  Die  noch  fehlenden  drei  Eckpunkte  würde  man  einfach 
erhalten  durch  rückwärtiges  Verlängern  der  Strecken  ÄO,  EO  und  CO 
bis  zum  Schnitt  mit  dem  Kreis  0(1).  In  der  Tat  ist  ja  ^ÄEO=l50^, 
OE=l  und  OA  =  3,  so  daß  ^  BOE  =  2A0E  =  40°49'  wird. 

1)  B.fol.  29  recto.     Cantor  IT,  274.  2)  Math.-Naturw.  Bl.  VI,  S.  60/61. 

3)  Underweyenng,  II.  Buch,  Fig.  18. 


Neuneck 
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Die  Abänderung,  die  Daniel  Sctwenter^)  an  dieser  Figur  vornimmt, 
besteht  nun  zunächst  darin,  daß  er  nicht  die  Punkte  DE  benutzt,  son- 
dern (Fig.  64)  in  der  Entfernung  -^OA  von  0  aus   die  Senkrechte  zu 

OA  zeichnet,  die  die  Fischblase  in  P  und  Q  schneidet.  Alsdann  zieht 

er  die    Strahlen  OP,  OQ  sowie  die   entsprechenden  Strahlen  bei  den 

andern  Fischblasen.   Der  Winkel  FOQ  wird  dadurch  etwas  kleiner  als 

jl  bei  Dürer,    und   zwar 

findet  man  mit  Hilfe 
des  Dreiecks ^0^  den 
WinkelPOÖ  =  39036'. 
Mit  dieser  Änderung 
verknüpfte  er  dann 
zugleich     die     Yerall- 


Fig.  64. 


Mg.  65. 


gemeinerung,  daß  er  einen  beliebigen  um  0  geschlagenen  Kreis  mit 
den  von  0  ausgehenden  9  Strahlen  zum  Schnitt  bringt,  der  dann 
jedesmal  in  9  annähernd  gleiche  Teile  zerlegt  wird.  Indes  hält  er  selbst 
die  Operation  für  sehr  mißlich  und  empfiehlt,  die  Neunteilung  lieber  so 
vorzunehmen,  daß  man  erst  die  Dreiteilung  ausführt  und  dann  jeden 
Teil  mechanisch  weiterteilt.  „So  darffstu  dich  keines  Irrthums  befürchten.'^ 
Ferner  kann  man  die  folgende  Methode  zur  Auffindung  der  Neun- 
ecksseite verwenden,  die  nur  eine  einzige  Zirkelweite  erforderlich  macht 
(Fig.  65),  Um  einen  beliebigen  Punkte,  der  Peripherie  des  Kreises  0(1) 
wird  der  Kreis  J.(l)  geschlagen,  der  0(1)  in  B  und  C  trifft.  Dann  zieht 
man  OA  und  BG,  die  sich  in  D  schneiden,  und  schlägt  D{1),  der  die 
Verlängerung  von  DB  in  E  trifft.  Endlich  schlägt  man  E  (1),  der  F 
auf  D(l)  bestimmt,  und  zieht  OF,  wodurch  man  G-  auf  der  Peripherie 
von  0(1)  erhält.  BG  ist  mit  großer  Annäherung  die  Neunecksseite, 
denn  -^  BOG  ergibt  sich  =  39"  54'. 


1)  Geometria  practica  nova  et  aucta.     Cantor  II,  612. 
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Endlicli  bietet  H.  J.  Pressland ^)  eine  vorzügliche  Approximation. 
Man  zieht  im  Kreise  0(1)  einen  Radius  OA  (Fig.  66)  und  schlägt  den 

Kreis  0  (— )  ?  der  diesen  Radius  in  B  trifft.  Man  trägt  weiter 

^  FOA  =  45° 

an  OA  an  und  zieht  FB  bis  zur  Peripherie  von  0(1),  die  in  C  getroffen 

wird.  Dann  ist  -=^-40 (7  =  39°  59',  also  die  Strecke  AG  sehr  genau  die 

Neunecksseite. 

9 

IV.  Elf  eck.    Die  Elfecksseite  gibt  Albrecht  Düber  ^)  zu  —  des 

Kreisdurchmessers  an.  Dieses  Maß  ist  recht  genau,  denn  der  zugehörige 
Zentriwinkel  beträgt  32^40',  während  er  in  Wirklichkeit  32°  44'  be- 
tragen müßte. 

Ausgezeichnet  ist  auch  die  Näherungskonstruktion,  die  man  bei 
Ant.  Ernst  Burkh.  v.  Pirkenstein^)  findet  (Fig.  67).  Man  zieht  in  0(1) 

eineu  beliebigen  Radius  OA 
und  halbiert  ihn  in  B. 
Dann  schlägt  man  den 
Kreis  J.(^J5),  der  den  ersten 
in  D  trifft,  und  den  Kreis 
B{AB),  der  A{AB)  zwi- 
schen B  und  D  in  0 
schneidet.  Endlich  schlägt 
^ig-66-  ^ig-67-  man    noch    D{BC),    der 

auf  0(1)  zwischen  A  und  B  den  Punkt  E  bestimmt,  und  zieht  BE. 
Die  Strecke  BE  ist  die  Seite  des  Elfecks.  Trägt  man  BE  als  Sehne 
in  0(1)  ein,  so  wird  der  zugehörige  Zentriwinkel  fast  genau  32°  44'. 

Matthew  Collins^)  zeichnet  in  0(1)  die  Sehne  AG  =  Sg  und  nach 
derselben  Seite  AB  =  s^  ein,  halbiert  den  Bogen  BG  in  D  und  den 
Bogen  AD  in  E.  Es  ist  dann  -^^OjE=  33°  statt  32°44',  wenn  AE 
genau  die  Elfecksseite  wäre. 

Y.  Dreizehneck.  Hier  erwähnen  wir  nur  die  Vorschrift  Dürers, 
als  Seite  des  Dreizehnecks  —  des  Kreisdurchmessers  zu  benutzen.     Sie 

4 

ist  wesentlich  ungenauer,  als  die  beim  Elfeck,  denn  der  Zentriwinkel 
wird  28°  57'  statt  27°  42',  also  um  1°  15'  zu  groß. 

VI.  Sieb  zehn  eck.  Zu  der  Sehne  1,48  gehört  im  Kreis  mit  dem 
Radius  1  der  Zentriwinkel  95°  28'.  Sein  Nebenwinkel  beträgt  84°  32', 
also  ihre  Differenz  10°  56'.  Dies  ist  annähernd  der  Zentriwinkel  des 
Vierunddreißigecks  (10°  35').  Trägt  man  also  die  Sehne  zweimal  ein, 
so  erhält  man  am  Kreismittelpunkt  die  Winkel  190°56'  und  169° 4', 


1)  Educat.  times  50  (1894)  11468.  2)  Underweysung,  II.  Buch. 

3)  Math.-Naturw.  Bl.  VI,  60 

4)  Educat.  times  69  (1898)  p.  128  Nr.  4653. 


Elfeck.  Dreizelineck.   Siebzehneck.   Sonstio^e  Teilungen 
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deren  Differenz  21^52'  ist  und  annähernd  den  Zentriwinkel  des  Sieb- 
zehnecks  (21°  11')  darstellt.   Auf  diese  Weise  kann  man  somit  nach 

8  9 

Beeton^)  (Breton  de  Champ)  den  Kreis  in  die  beiden  Bogen  —  und  — 

zerlegen. 

Etwa  dieselbe  Annäherung  erzielt  man,  wenn  man  nach  E.E.  Cata- 

LAN^)  yV*  als  Siebzehnecksseite  verwendet.  Der  zugehörige  Zentri- 
winkel berechnet  sich  nämlich  zu  21^47'  und  ist  demnach  nur  wenig 
kleiner  als  im  vorigen  Falle. 

YII.  Verscbiedene  Teilungen.    Henri  Pustula^)  hat  eine  Kon- 
struktion angegeben,  durch  die  man  mehrere  Näberungsteilungen  gleich- 
zeitig ausführen  kann.    In  dem  Kreis  0(1)  ^ 
zeichnet  man  (Fig.  68)   zwei  zu  einander 
senkrechte  Durcbmesser  J.5,  CD  und  trägt 
die  Sehne  CE=1  ein.   Dann  schlägt  man 
D{I)E),   wodurch    man  F  auf   der   Yer-   4, 
längerung  von  AB  erhält,  und  bestimmt  G 
auf^O  als   Schnitt  mit  i^  (FD).    Durch 
A{AD)   schneidet  man  ferner  H  auf  OJB 
aus    und    durcb    H  (HD)    den    Punkt   J 
auf  OA.  Hiernach  gelten  die  Beziehungen: 

^a  =  1  +  -|/2  -  1/3  ==  0,68216; 
0G=  1/3  - -|/2  =  0,31784; 
0H  =  y2-  1  =  0,41421; 


(^  j  =  1  _  /S  +  ]/4  _  2  ]/2  =  0,35035. 

Trägt  man  also  diese  Strecken  als  Sehnen  ein,  so  entstehen  bei  0  die 
Winkel  39°  53';  18n7';  23°  54'  und  20°  11',  so  daß  ^ö^als  Seite  des 
Neunecks,  OG  als  Seite  des  Zwanzigecks,  OH  als  Seite  des  Fünf- 
zehnecks und  endlich  GJ&Ib  Seite  des  Siebzehnecks  benutzt  werden 
kann. 

H.  J.  Pressland *)  empfiehlt  die  nachstehenden  Näherungswerte: 


^29  —  Q  ^3 


^31  ~'  Y  ^4  I 


Die  Berechnung  der  Zentriwinkel  ergibt  12°  28'  statt  12°  25';  11°  36' 
statt  ll°37'und  14°  23^'  statt  14°  24',  so  daß  in  der  Tat  gute  Annähe- 
rungen dadurch  gewonnen  werden. 


1)  Nouvelles  annales  5.  340.  2)  Th^oremes  et  problfemes.    S.  305. 

3)  Catalan,  1.  c.  4)  Educat.  times  &0  (1894).  ,11609. 
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§  9.    Kreisteilung  dnrch  Kurven. 

Das  Problem  der  Kreisteilung  ist  ein  spezieller  Fall  der  Teilung 
eines  Winkels  nacli  einem  beliebigen  Verhältnis.  Dieser  schon  von 
Pappus^)  ausgesprochene  Satz  gestattet,  auf  die  Einzeichnung  eines  be- 
liebigen regelmäßigen  Polygons  in  einen  Kreis  alle  diejenigen  Methoden 
anzuwenden,  die  im  Laufe  der  Zeit  für  die  Teilung  eines  Winkels  in 
n  gleiche  Teile  erdacht  worden  sind.  Man  hat  eben  nur  als  Winkel  einen 
solchen  von  180®  oder  auch  von  90°  zu  benutzen.  Es  erübrigt  sich 
also,  hier  auf  diese  Methoden  näher  einzugehen,  da  sie  bei  dem  all- 
gemeineren Problem  der  Winkelteilung  besprochen  werden  müssen. 

Wir  haben  gesehen,  daß  die  Gr riechen  eine  Reihe  von  Kurven  er- 
fanden, um  damit  die  Probleme  von  mehr  als  2,  Grrade  bewältigen  zu 
können.  Aber,  wie  Hankel^)  treffend  bemerkt,  es  fehlte  ihnen  den  Pro- 
blemen gegenüber  ein  hodegetisches  Prinzip,  so  daß  sie  bei  jedem  ein- 
zelnen immer  dieselben  Schwierigkeiten  zu  überwinden  hatten.  Es  ist 
nun  das  große  Verdienst  der  Araber,  durch  Verbindung  der  Geometrie 
mit  der  Algebra  ein  solches  Prinzip  aufgedeckt  zu  haben.  Indem  sie 
auf  den  Gredanken  kamen,  die  geometrischen  Probleme  auf  Gleichungen 
zurückzuführen  und  deren  Wurzeln  zu  konstruieren,  gingen  sie  weit  über 
ihre  griechischen  Vorbilder  hinaus,  die  zur  Analysis  ihrer  Figuren  sich 
in  der  Hauptsache  nur  der  Methode  der  geometrischen  Orter  bedienten. 

Wir  haben  es  hier  nicht  zu  tun  mit  der  sich  daran  anschließenden 
großartigen  systematischen  Behandlung  der  Gleichungen  dritten  Grades.^) 
Uns  interessiert  nur  die  besondere  Anwendung,  die  die  Araber  auf  die 
Kreisteilung  machten.  Abu  Begb,  Mohammed  Ben  Jaküb  Alchamsi  hatte 
die  Aufgabe  gestellt^) :  In  einem  rechtwinkligen  Dreieck  soll  das  Ver- 
hältnis der  einen  Kathete  zur  andern  bestimmt  werden,  wenn  der  der 
ersteren  gegenüberliegende  Winkel  gegeben  ist.  Ein  unbekannter  Autor 
löst  sie,  indem  er  zunächst  darauf  hinweist,  daß  man  die  Verhältnis- 
zahlen näherungsweise  aus  der  Sehnentafel  entnehmen  könne  (Fig.  69); 

90  0 

dann  aber  bestimmt  er  die  exakten  Werte  für  a  =  — ;  wobei  er  n  von 

n 

2  bis  10  laufen  läßt.    Für  n  =  1  schlägt  er  dabei  den  folgenden  Weg 
ein  (Fig.  70): 

Man  zeichnet  in  einen  Kreis  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ACD 
mit  dem  Winkel  2  a  und  zieht  in  ihm  die  Höhe  BC,  die  zugleich  durch 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  geht.  Ferner  macht  man  EF=  ED  =  AD 

90  " 
und  hat  dann  für  den  Fall  von  a  =  -y-  auch  noch  GF  =  AD.     Daraus 

folgt,  daß  AAGDr^ACFE,  daß  also  AD:DG=CE:EF  ist   Denkt 

1)  Coli.  IL    Probl.  XI,  prop.  XXXV  und  Probl.  XIII,  prop.  IXXVIII. 

2)  Hankel  S.  277. 

3)  L'algebre  d'Omar  Alkhayyämi,  ed.  Woepcke,  Paris  1851. 

4)  L'algebre  d'Omar  S.  126. 
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man  sich  nun  DC  um  CE  verlängert  und  den  Endpunkt  der  Verlänge- 
rung mit  E  verbunden,  so  sieht  man  weiter,  daß  {BG  -\-  CE):DC  sich 
verhält  wie  DE: DG,  also  auch  wie  DA: DG  oder  wie  GE:EF  oder 
wie  GE:AD.    Damit  ist  die  Proportion  abgeleitet 

{AG+GE):AG=GE:AD. 

Eine  zweite  Proportion  ergibt  sich  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 
ADE  und  AGD;  sie  lautet  AE:AD==AD:AG.  Jetzt  wird  J. (7=1 
und  ^Z)  =  abgesetzt.  Die  Proportionen  führen  dann  zu  den  Gleichungen 

{l  +  GE)-x  =  GE  und  AE  =  x\ 

woraus  man  das  Resultat  entnimmt: 


x^  —  x^  —2x  -\-  1  =  0, 


Fig.  69. 


Fig.  70. 


Kg.  71. 


Für  n  =  9  dient  ein  ganz  analoges  Verfahren  zur  Bestimmung  von 
AD  =  X,  das  schon  von  Abu'l  Dschud  zur  Lösung  dieser  ihm  von  Albi- 
B.ÜNI  [j- 1038  od.  39)  gestellten  Aufgabe  verwandt  worden  war^)  (Fig.  7 1). 
Man  macht  wieder  AD  =  DE  =  EF=  EG,  worauf  auch  GG  =  AD 
wird,  wie  in  allen  Fällen,  wo  w  =  2w  +  1  ist.  Außerdem  aber  wird 
diesmal  auch  FD  =  AD,  so  daß  ADEF  gleichseitig  ist.  Fällt  man 
nun  die  Lote  GJ  und  DH,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Proportionen: 

CG:GJ=GD:GH 

GG:GF=GD:2GH 

GG  :  {CG  +GF)  =  GD:{GD  +  2-  GH) 

AD  :  (FD+GF)  =  GD  :  {GA+  GA  +  GE) 

und  endlich 

AD:GD  =  GD:{2'GA-{-  GE). 

Andrerseits  gilt  auch  hier  wieder  AE :  AD  =  AD  :  AG,  so  daß  für 
AD  =  X  und  AG  =  1  die  beiden  Gleichungen  gefunden  werden: 

x{2  +  GE)  =  1     und     AE  =  x^, 

woraus  das  Resultat  entspringt: 

(2)  x^-3x-\-l=^0. 


1)  L'algebre  d'Omar  S.  125. 
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Die  Wurzeln  dieser  kubisclien  Gleicliungen  werden  nun  gefunden 
als  Abszissen  des  Schnittpunktes  zweier  Kegelschnitte,  und  zwar  be- 
nutzt Omar  Alkhayyami^)  für  die  erste  zwei  gleichseitige  Hyperbeln,  für 
die  zweite  eine  Parabel  und  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Wir  unter- 
suchen zunächst  die  Gleichung 

(3)  x^  -{-a  =  cx^  -{-  hx. 

Setzen  wir  hierin 


(4) 


h  =p^ 


a  =  p  s, 

so  läßt  sie  sich  auf  die  Form 
p^  (s  —  x)  ==  x^  (c  —  X)  bringen. 
Nun  multiplizieren  wir  beide 
Seiten  mit  (c  —  a;)  und  setzen 

(5)  y^  =  {8  —  x)  ic  —  x). 

Dadurch  erhält  man^ y^x(c—x), 
eine  Gleichung,  die  durch  Kombi- 
nation mit  (5)  in 

(6)  x{y  +  p)  =ps 

umgerechnet  werden  kann.  Durch 
(5)  und  (6)  können  wir  (3)  er- 
setzen, d.  h.  geometrisch:  die 
Wurzeln  von  (3)  werden  kon- 
struiert mit  Hilfe  der  Kegel- 
schnitte (5)  und  (6).  Diese  stellen 
aber  die  erwähnten  beiden  gleich- 
seitigen Hyperbeln  dar,  wovon 
man  sich  leicht  überzeugt.  Be- 
ziehen wir  nämlich  (5)  und  (6)  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
mit  OJ!.  als  ic- Achse  und  OB  als  ^- Achse  (Fig.  72),  so  ist  (6)  die  gleich- 
seitige Hyperbel,  die  die  ^- Achse  und  die  Gerade  y  ^  — p  zu  Asymp- 
toten hat  und  durch  S(s,  0)  geht;  (5)  dagegen  läßt  sich  durch  die  Trans- 

formation  x  =  t  -\ — ^  überführen  in  |^  —  w^  =  ~ —  ;  bedeutet  also  die 

gleichseitige  Hyperbel,  die  SC  als  große  Achse  besitzt. 


Pig.  72. 


Ist  nun  P  ein 

Schnittpunkt  der   beiden  Hyperbeln  und   OA  seine   Abszisse,   so  ist 
OA  =  X  eine  Wurzel  von  (3). 

Identifizieren  wir  schließlich  (3)  mit  (1),  so  sehen  wir,  daß  a  =  1, 

&  =  2,  c  =  1,  also  p  ==  y2  und  s  =—  zu  setzen  ist,  worauf  dann  OA 

die  gesuchte  Siebenecksseite  darstellt. 

Ähnlich  verfährt  man  mit  der  Gleichung 

(7)  x^+a^lx. 


1)  L'algfebre  d'Omar  S.  66  u.  S.  34. 
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s),  was  man  leicM  in 


Unter  Benutzung  von  (4)  läßt  sie  sich  in  der  Form  x^  =  p^  {x  —  s) 
schreiben,  und  wenn  wir  hierin 

(8) 

setzen,  so  bleibt  xy  ==  p  (x 

(9)  y^  =  x^—  xs 

umrechnen  kann.  Nehmen  wir  wieder  OÄ  und  OB  als  x-  und  ^-Achse 
(Fig.  73),  so  stellt  (8)  die  Parabel  mit  dem  Scheitel  0,  der  Achse  OB 
und  dem  Parameter  p  dar,  und  (9)  die  gleichseitige  Hyperbel  mit  der 
Hauptachse  OS  =  s  auf  OÄ,  da  sie  durch  die  Transformation 

t   ,   * 
^=5  +v 


m 


r 


Fig.73. 


übergeführt  werden  kann.  Soll  nun  (2)  auf 
diese  Weise  gelöst  werden,  so  haben  wir  nur 

a  =  1,     &  =  3,     d.h.   jp==y3unds=  — 

zu  wählen,  worauf  die  Abszisse  OÄ  des 
Schnittpunktes  Pbeider  Kurven  die  gesuchte 
Neunecksseite  darstellt. 

Die  hier  wiedergegebenen  arabischen 
Konstruktionen  gewinnen  an  Bedeutung, 
wenn  man  berücksichtigt,  daß  schon  im 
10.  Jahrhundert  bei  den  Arabern  ein  Kegel- 
schnittzirkel (compas  parfait)  bekannt  war, 
der  die  Kegelschnitte  direkt  als  Schnitte  der 
Erzeugenden  eines  Kegelmantels  mit  der 
Ebene  der  Zeichnung  lieferte^)  (Fig.  74). 
Immerhin  aber  wird  man  nicht  behaupten  wollen,  daß  die  Kegelschnitte 
sich  als  sehr  zweckmäßig  für  diese  Teilungen  erwiesen  hätten. 

Es  soll  nun  hier  nur  noch  eine  Kurve  besprochen  werden,  da  sie 
speziell  zu  der  Kreisteilung  Beziehungen  hat,  nämlich  die  Nephroide 
von  Freeth.^)  Zeichnet  man  im  Kreise  0 (1)  beliebige  Radienvektoren, 
die  den  Umfang  in  den  Punkten  B  schneiden,  wählt  man  ferner  einen 
festen  Punkt  Ä  der  Peripherie  und  trägt  die  Sehnen  BÄ  von  B  aus 
beiderseits  auf  den  Radienvektoren  ab,  so  ist  der  Ort  dieser  Endpunkte 
P  die  Nephroide  von  Freeth  (Fig.  75).  Man  konstruiere  zn  OÄ  die 
Mittelsenkrechte  CP'  und  verbinde  P'  mit  0  und  Ä.    Ebenso  verbinde 


Fig.  74. 


1)  V.  Braunmühl,  Studie  über  Kurvenerzeugung.    Dyck,  Katalog  mathem. 
Modelle.    S.  59. 

2)  Freeths  Nephroid  in  d.  Proc.  of  the  Lond.  math.  Soc.  X.  1879.   Loria, 
Ebene  Kurven.    S.  238. 
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man  A  mit  JB',  wo  5'  den  Schnittpunkt  von  OV^  mit  der  Peripherie  von 
0(1)  bedeutet.    Dann  ist 

^P'OÄ  =  ^P'ÄO  =  (p,     ^  OB'Ä  =  ^  OAJB'^t, 
^B'P'Ä==^B'AP'  =^ 


und  daher  (p  =  —  il).    Andrerseits  beträgt  ip 

3  2 


-7    SO 


Tp  1 

2  =  7=^ 


gefunden  wird.    Man  hat  also  nur  AO  bis  zum  Schnitt  J.'  mit  der  Peri- 
pherie zu  verlängern  und  den  ^  A'  OB'  zu  halbieren,  dann  ist 

A'D  =  DB' 

die  Siebenecksseite. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  die 
Nephroide  etwa  in  Form  eines 
Modelles  dazu  dienen  kann,  jeden 
Kreis  in  7  gleiche  Teile  zu  teilen. 
Es  folgt  ferner,  daß  man  ihm  nach 
der  Formel 


21        4  \3        7/ 


ein  regelmäßiges  21 -Eck  oder  nach 
der  Formel 


rig.  75. 


35        2  \5         7/ 


ein  35 -Eck  einbeschreiben  kann.  Ja,  wenn  wir  uns  erinnern,  daß  wir 
den  Kreis  immer  in  2^'"  +  1  Teile  teilen  können,  wenn  diese  Zahl  eine 
Primzahl  ist,  und  wenn  wir  als  bekannt  annehmen,  daß  sich  immer  zwei 
Zahlen  a  und  ß  so  bestimmen  lassen,  daß 

laß 


2^^'  +  l 


7(22'^+l) 

so  ist  klar,  daß  sich  mit  Hilfe  der  Nephroide  auch  jede  Teilung  des 
Kreises  in  7  (2^^^ -\-  1)  gleiche  Teile  ausführen  läßt,  wenn  2^''-f  1  eine 
Primzahl  ist. 
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Mg.  76. 


IV.  Instrumente  zur  Kreisteilung. 

§  10.    Verwendung  des  rechten  Winkels  zur  Kreisteilung. 

Adler  ^)  nennt  den  rechten  Winkel  das  mäclitigste  der  gewöhn- 
lichen Zeichenhilfsmittel.  Nicht  mit  Unrecht.  Denn  mit  Zuhilfenahme 
eines  rechten  Winkels  kann  man  alle  Aufgaben  zweiten  Grades  und  mit 
zwei  rechten  Winkeln  auch  alle  Aufgaben  dritten  und  vierten  Grrades 
lösen,  was  mit  Zirkel  und  Lineal  allein  unmöglich  ist. 

Es  soll  zunächst  gezeigt  werden,  wie  die  allgemeine   Grleichung 

zweiten  Grades 

x^  +  ax  +  h  =  0 

behandelt  werden  kann  (Fig.  76,  77).  Man  zeichnet  den  sogenannten 
repräsentierenden  Linienzug^)  AJBGD,  indem  man  drei  Strecken 
AB=l,BG  =  a 
und  CD  =  &  recht- 
winklig aneinan- 
der fügt  und  da- 
bei die  Richtung 
von  AB  und  CD 
als  gleich  oder 
entgegengesetzt 
wählt,  je  nachdem 

h  negativ  oder  positiv  ist.  Hat  nun  ein  rechter  Winkel  seinen  Scheitel  E 
auf  BC,  während  der  eine  Schenkel  durch  .4  geht  und  der  andere  den 
Punkt  F  auf  CD  bestimmt,  und  setzt  man  ferner 

EB  =  1     und     <^  BAE  =  co, 
so  ist 

tgco  =  ^,  EG  =  1  +  a,  CF=EG-  tg  CEF=^EG  •  tg  C3  =  l^-f  a| 
und  endlich  FD  ==  l^  +  al -^h. 

Man  hat  also  den  rechten  Winkel  nur  so  zu  legen,  daß  F  mit  D 
zusammenfällt,  denn  dann  wird  FD  =  0,  d.  h. 

und  damit  E' B  =  |  die  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung,  E'G=^' 
die  andere.  Der  Linieuzug  AE' D  wird  also  passend  der  auflösende 
genannt. 

Zur  Behandlung  der  allgemeinen  Gleichung  dritten  Grades 

x^-i-  ax^  -\-  &a;  +  c  =  0 

1)  Theorie  der  geometrischen  Konstruktionen.  S.  261.  Vgl.  auch  Carl  Bartl, 
Mechanisch -graph.  Lösung  der  kub.  u.  biquadr.  Gleichungen.  Grunerts  Archiv  IL 
Serie  1.    S.  1. 

2)  Cremona,  Graph.  Calcul. 


Fig.  77. 
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nach  dieser  Methode  sind  zwei  rechte  Winkel  erforderlich  (Fig.  78).  Der 
repräsentierende  Linienzug  besteht  in  diesem  Falle  nur  aus  den  recht- 
winklig aneinander  gesetzten  Strecken  AB  =  1,  BC  =  a,  CD  =  6  und 
DE  =  c,  wobei  CD  und  DE  zu  AB  und  BC  gleich  gerichtet  oder 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  je  nachdem  &  und  c  entgegengesetztes 
oder  gleiches  Vorzeichen  haben  wie  die  Koeffizienten  von  x^  und  x^. 
Hat  nun  der  rechte  Winkel .4 i^^r  seinen  Scheitel  auf  50  und  der  rechte 
Winkel  FGH  seinen  Scheitel  auf  CD  und  setzen  wir  wieder 


so  ist 


tga3  = 
DG  = 


und  endlich 


BF=i     und     ^BAF=(o, 

%     FC  =  l-\-a,     CG  =  CF-iga>  =  {l  +  a)-l, 


Kg.  78. 

Man  hat  also  die  beiden  rechten  Winkel  nur  so  zu  legen,  daß  H 
mit,  E  zusammenfällt,  denn  dann  ist  HE  =  0,  d.  h. 

und  damit  F' B  =  ^  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung.  Der  Linien- 
zug AF'C  E  ist  demnach  der  auflösende  Linienzug. 

Die  Anwendung  dieser  Methoden  auf  die  Kreisteilung  kann  nun  in 
folgender  Weise  geschehen. 

I.Fünfeck.     0;^+ 0^-1  =  0.     (S.  12.) 

Im  Kreise  0  (1)  zeichnet  man  (Fig.  79)  zwei  zueinander  senkrechte 
Durchmesser  AB,  CD  und  ergänzt  BOD  durch  E  zu  einem  Quadrat. 
Dann  ist  COBE  der  repräsentierende  Linienzug,  und  man  hat  den  rechten 
Winkel  in  die  Lage  von  CFE  zu  bringen.  Dadurch  findet  man  OF 
als  Zehnecksseite  und  CF  als  Fünfecksseite  (Ptolemäus). 
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2.  Siebeneck,    x^ -\- x^— 2x  —  \  =  0. 

Diese  aus  der  Kreisteilungsgleichung  S.  12  für  n  =  7  hervorgegangene- 
Bedingung  hat  eine  große  Älmliclikeit  mit  der  Yon  den  Arabern  ge- 
fundenen (S.  67);  sie  geht  in  diese  über,  wenn  man  x  durch  —  x  ersetzt. 

Der  repräsentierende  Linienzug  in  Fig.  80  ist  COBEF]  CO  =  \,. 
0B=  1,  BE  =  2  und  EF  =  1.  Der  Regel  entsprechend  mußten  in 
diesem  Falle  BE  und  EF  den  Strecken  CO  und  OB  gleichgerichtet 


rig.  80. 


Pig.  81. 


werden.    Der  auflösende  Linienzug  CXYF,  den  man  durch  das  An- 
legen der  beiden  rechten  Winkel  erhält,  liefert  die  Wurzel 


OZ  =  2cos^; 

und  das  Mittellot  zu  OX  bestimmt  daher  auf  dem  Kreise  2  Punkte,  die- 
mit  Ä  zusammen  Ecken  des  gesuchten  Siebenecks  sind. 

3.  Neuneck,    x^ -  dx -\- 1  ==  0.    (S.  67.) 

Der  repräsentierende  Linienzug  in  Fig.  81  ist  COEF]  [CO  =  1^ 
OE  =  3  und  EF=  1.    Der  auflösende  Linienzug  CX  YJP  bestimmt  die 

Wurzel  OX  =  2  cos  -g-,  und  daher  das  Mittellot  zu  OX  die  beiden  zu  A 

benachbarten  Punkte  des  Neunecks. 


4.  Si  ebzehneck.    1.  y^ -\-  y  —  4c  =  0,     IL  u^  —  yu  —  1  =  0, 
m.  v^-y'v~l=0,    IV.  x^-ux  +  v  =  0.    (S.  31,  32.)    Fig.  82. 
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I.  Der  repräsentierende  Linienzug  ist  COBD]  CO  =  \,  OB  =  1, 
BD  =  4.  Wir  benutzen  die  beiden  auflösenden  Linieuzüge  CED  und 
CE'B  und  erhalten  OE  =  y,  OE'  =  y'. 

II.  und  III.  Wir  macben  in  E  und  E'  die  Senkrechten  EF  und 
E'F'  =  1  und  nehmen  jetzt  COEF  und  COE'F'  als  repräsentierende,  GGF 

und  CHF'  als 
auflösende  Linien- 
züge. Dadurch 
wixd  OG  =  u,  OH 
=  v. 

IV.  In  G  wird 
die  Senkrechte 
GJ  =  OH  gezeich- 
F'  net,  entgegenge- 
setzt zu  C  0.  Dann 
ist  COGJ  der 
repräsentierende, 
GKJ  der  auf- 
lösende Linienzug, 
und      demnach 

OK  ==  2  cos  -^~- 

Das  Mittellot  zu 
0£  geht  durch  die 
beiden  zu  A  be- 
nachbarten Ecken 
Fig.  82.  des  Siebzehnecks. 


§  11.    KreisteilungsmascMneu. 

Die  Verbindung  des  Fernrohres  mit  Kreisteilungen  zur  Messung 
der  Winkel  zwischen  zwei  Objekten  datiert  aus  der  Mitte  des  17.  Jahr- 
hunderts (Auzout  und  Picard  1667).  Die  Teilungen  wurden  lange  Zeit 
hindurch  mit  der  Hand  hergestellt,  also  durch  geometrische  Konstruk- 
tion und  durch  Probieren  gewonnen,  und  konnten  daher  den  wachsen- 
den Ansprüchen  der  Astronomie  und  Geodäsie  auf  die  Dauer  nicht  ge- 
nügen. Besonders  auch  deshalb  nicht,  weil  aus  der  Vergrößerung  der 
Dimensionen  der  Kreise,  die  zur  Erzielung  größerer  Genauigkeit  vor- 
genommen wurde,  infolge  von  Ungleichheiten  des  Materials,  Durch- 
biegung und  Temperatureinfluß  neue,  sehr  störende  Fehlerquellen  ent- 
sprangen. Das  18.  Jahrhundert  sah  sich  daher  vor  die  Aufgabe  gestellt, 
durch  Erfindung  neuer  mechanischer  Hilfsmittel  unter  Vermeidung  der 
alten  Fehler  eine  Steigerung  der  Genauigkeit  der  Kreisteilungen  zu  er- 
streben. Schon  1703  veröffentlichte  der  Abbe  de  Hautefeuille  eine  Ab- 
handlung mit  dem  Titel:  „Microscope  micrometrique  pour  diviser  les 
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instraments  de  matliematiques  dans  une  grande  precision'^,  besonders 
aber  war  es  Michael  Ferdinand  duc  de  Chaulnes^),  dessen  Ideen  sieb 
als  frucbtbar  erweisen  sollten.  Ungefäbr  gleichzeitig  mit  der  Ver- 
öffentlichung der  letzteren  wurde  in  England  der  erste  große  praktische 
Erfolg  erzielt.  Es  gelang  Jesse  Ramsden^)  (1735 — 1800),  dem  Schwieger- 
söhne des  berühmten  Optikers  DoUond,  eine  auf  dem  Prinzip  der  Schrau- 
benteilung beruhende  Kreisteilmaschine  zu  konstruieren  und  in  zehn- 
jähriger mühsamer  Arbeit  (1763 — 1773)  derart  zu  yervollkommnen, 
daß  er  imstande  war,  einen  Hadleyschen  Sextanten  innerhalb  einer  halben 
Stunde  zu  teilen  und  dabei  die  Fehlergrenze  von  5'  auf  30"  herab- 
zudrücken. Das  war  ein  gewaltiger  Fortschritt,  und  unzählige,  darunter 
berühmte  Kreise  gingen  aus  Ramsdens  Werkstatt  hervor,  indessen 
blieben  die  Engländer  bei  den  großen  Dimensionen.  Ramsdens  berühm- 
testes Werk  ist  der  Vertikalkreis  von  5  Fuß  Durchmesser,  mit  dem 
Piazzi  in  Palermo  1792 — 1814  seinen  Fixsternkatalog  herstellte,  doch 
waren  Mauerkreise  bis  zu  8  Fuß  Durchmesser  sehr  häufig,  ja  Ramsden 
mußte  für  Brinkley  in  Dublin  sogar  einen  von  11  Fuß  Durchmesser  an- 
fertigen. 

Das  Verdienst,  mit  aller  Energie  die  Verkleinerung  der  Teilkreise 
und  die  Beseitigung  der  aus  ihrer  Unförmlichkeit  entspringenden  Nach- 
teile und  Fehler  betrieben  zu  haben,  gebührt  Gteorg  von  Reichenbach  ^) 
(1772 — 1 826).  Mit  der  bewußten  Absicht,  den  großen  Ramsden  zu  über- 
treffen, ging  er  an  die  Herstellung  seiner  Teilmaschine,  deren  Teilungs- 
prinzip ihm  nach  hunderten  fruchtloser  Versuche  plötzlich  während  des 
Feldzuges  im  Jahre  1800  im  Quartiere  zu  Cham  aufgegangen  war.  Es 
ist  dasselbe  Teilungsprinzip,  das  im  wesentlichen  schon  der  Duc  de 
Chaulnes^)  empfohlen  hatte,  das  dann  von  dem  Engländer  Henry  Kater 
benutzt  und  auch  von  dem  Mechanikus  Treviranus^)  in  Bremen  an- 
gewandt worden  ist.  Reichenbach  hat  es  nach  seiner  Schilderung  selb- 
ständig entdeckt  und  zugleich  in  unübertrefflicher  Weise  ausgeführt. 
Während  nämlich  noch  Troughton^)  vorschlug,  zur  Herstellung  der 
Originalteilung  zunächst  eine  provisorische  Teilung  zu  verfertigen  und 
diese  dann  mit  Hilfe  mikrometrischer  Mikroskope  zu  korrigieren,  gewann 
Reichenbach  die  Überzeugung,  „  daß  eine  vollkommene  Eintheilung  nur 
dann  erreicht  werden  könne,  wenn  man  sie  ohne  alle  vorgängige,  den 
Theilstrichen  zwischen  den  gegebenen  Gränzen  auf gez?ei ebnete,  sichtbare 

1)  Sur  une  plateforme  pour  diviser  les  instrumenta  de  mathämatiques.  Me- 
moires  de  Paris  1765.  Nouvelle  methode  pour  diviser  les  instruments  de  mathe- 
matiques  et  d'astronomie.     Paris  1768. 

2)  Description  of  an  engine  for  dividing  mathematical  instruments.  Lond.  1777. 

3)  Berichtigung  der  von  Hrn.  Mechanikus  Jos.  Liebherr  in  München  ab- 
gegebenen Erklärung,  über  die  Erfindung  meiner  Kreiseintheilungsmethode,  von 
Georg  Ritter  von  Reichenbach.    Gilberts  Annalen  der  Physik  1821.  Bd.  8.  S.  33  ff. 

4)  Ebenda  S.  417.  5)  Ebenda  Bd.  9.  S.  307. 
6)  Philos.  Trans,  for  1814.    p.  419 f. 
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Marke  vollfülire,  sie  aber  gleichsam  in  der  Luft  maciie,  ehe  die  Theilungs- 
linien  gezogen  werden".  Demgemäß  setzte  er  dem  zu  teilenden  Mutter- 
kreis seiner  Teilmaschine  2  Alhidaden  auf  (Fig.  83)^  von  denen  die  eine, 
l  n,  an  ihrem  Ende  eine  feste  Marke,  die  andere  auf  dem  sie  begrenzen- 
den Bogen  cd  zwei  verstellbare  Marken  q  und  r  trug.  Auf  dem  Mutter- 
kreise riß  er  die  Anfangslinie  ein  und  brachte  damit  die  Marke  l  genau 

zur  Deckung,  worauf  die 
Marke  r  auf  n  eingestellt 
wurde.  Alsdann  klemmte  er 
die  Alhidade  cd  fest  und  ver- 
schob die  Alhidade  ln,hia  sich 
n  mit  q  vollkommen  deckte. 
Jetzt  wurde  In  festgeklemmt 
und  c  d  verschoben,  bis  wieder 
r  mit  n  zur  Deckung  kam, 
und  das  ganze  Verfahren  so 
oft  wiederholt,  bis  man  nach 
einer  vorher  bestimmten 
Anzahl  Schritte  annähernd 
wieder  an  den  Ausgangs- 
punktzurückgelangte. Durch 
feine  Mikrometerschrauben 
konnten  nun  die  Marken  q 
und  r  nach  Bedarf  einander 
genähert  oder  auseinander- 
gerückt werden,  bis  beim 
Wiederholen  der  ganzen 
Operation  der  letzte  Schritt 
genau  wieder  zum  Ausgangs- 
punkt zurückführte.  Damit 
war  dann  der  Kreis  in  eine 
bestimmte  Anzahl  gleicher 
Teile  eingeteilt,  und  nun  erst  wurden  die  Teilungslinien,  indem  man  zum 
letzten  Male  die  Alhidaden  ihre  Bewegung  ausführen  ließ,  durch  das 
Reißwerk  auf  dem  Mutterkreis  aufgetragen.  Dasselbe  "Verfahren  wurde 
auch  bei  den  Unterteilungen  benutzt. 

Durch  die  auf  Grund  dieses  Hauptprinzips  schließlich  nach  Be- 
kämpfung noch  mancherlei  Schwierigkeiten  gewonnene  Teilungsmethode 
brachte  Reichenbach  eine  Teilmaschine  zustande  (1804),  deren  Mutter- 
kreis in  der  Tat  eine  bewundernswerte  Exaktheit  der  Teilung  aufwies, 

1 "  .        . 

so  daß  keiner  der  Teilstriche  um  —    falsch  war.    Die  beiden  ersten  von 

4 

ihr  genommenen  Kopien  auf  zwei  Kreisen  von  16  und  18  Zoll  Durch- 
messer fielen  denn  auch  geradezu  ideal  aus,  so  daß  das  Ziel,  das  sich 


Pig.  83. 
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Reichenbacii  gesteckt  hatte,  aufs  glänzendste  erreicM  war.  Heute,  nach- 
dem die  Maschine  viele  Jahrzehnte  hindurch  unter  Reichenbach  und 
seinen  Nachfolgern  in  dem  von  ihm  gegründeten  mechanisch-optischen 
Institut  gearbeitet  und  den  berühmtesten  Sternwarten  Instrumente  ge- 
liefert hat,  ist  sie  im  „Deutschen  Museum  von  Meisterwerken  der  Natur- 
wissenschaft und  Technik"  zu  München  aufgestellt,  wo  sie  das  Andenken 
an  einen  der  größten  mechanischen  Künstler  lebendig  erhalten  wird. 

Dasselbe  Teilungsprinzip,  das  Reichenbach  so  mustergültig  durch- 
geführt hat,  diente  auch  Oeetel  in  München  zur  Konstruktion  einer  Teil- 
maschine. Das  Schraubenprinzip  Ramsdens  benutzte  Pistoe^)  für  seine 
zwei  Maschinen  von  28  Zoll  und  5  Fuß  Durchmesser,  deren  letztere  eine 

1 " 
Grenauigkeit  von  —    verbürgte.    Wesentlich  verschieden  ist  dagegen  die 

Methode  von  Decostee  ^),  der  zur  Herbeiführung  der  Teilung  bis  zu  400 
genau  gleiche  Metallstücke  verwendet,  die  mit  dazwischen  geschobenen 
Keilen  in  eine  schwalbenschwanzförmige  Nut  der  Teilscheibe  eingesetzt 
und  durch  den  Druck  eines  Zylinders  gleichmäßig  auf  dem  Umfang  ver- 
teilt werden. 


B.  Bogen-  oder  Wintelteilimg. 

I.  Die  Trisektion  eines  Winkels. 

1.  Über  die  Möglichkeit  der  Trisektion. 

§  12.  Beweis  der  Unmögliclikeit  der  Trisektion  eines  beliebigen  Winkels 
mit  Hilfe  von  Zirkel  und  Lineal. 

Das  Problem  der  Trisektion  eines  beliebigen  Winkels  wird  tri- 
gonometrisch in  der  Gleichung 

(1)  cos  3  9  =  4  cos^  9P  —  3  cos  g? 

zum  Ausdruck  gebracht.  Betrachten  wir  cos3q)  =  a  als  bekannt  und 
cos  (p  =  X  als  gesucht,  so  haben  wir  die  Gleichung 

(2)  4:x^  -  ^x  -  a  =  0 

zu  lösen,  die  durch  die  Transformation  x  =  ^  übergeht  in 

(3)  i/-3y-2a  =  0. 

Da  a^  —  1  zufolge  der  Bedeutung  von  a  niemals  positiv  sein  kann, 
so  haben  wir  dem  casus  irreducibilis  entsprechend  immer  drei  reelle 

1)  Nachricht  über  eine  in  Berlin  erbaute  Teilmaschine.     Berlin  1820. 

2)  Beschreibung  einer  Universal .  Teilmaschine.  Dinglera  Polyt.  Journal. 
Bd.  96.  S.  93.  1845.  Vgl.  auch:  T.  v.  Bourette,  Armengauds  Ge'nie  industriel 
1866.    S.  256.     V.  Guyenot,  Publication  industrielle  de  machines.    Bd.  20.    S.  567. 


Yg  BI.  1.  Über  die  Mögliclikeit  der  Trisektion 

Wurzeln,  die  aucli  immer  voneinander  verscliieden  sind,  mit  Ausnahme 
des  einzigen  Falles  a  =  ±  1.  Und  zwar  ergibt  sich 

(4)  x^  =  cos  9?,        ^2  =  <^os  (9  +  x)'        ^3  =  cos  [^  +  -^j, 

und  man  sieht,  daß  nicht  nur  der  Winkel  Sg?  triseziert  wird,  sondern 
daß  dies  zugleich  mit  den  Winkeln  d(p  -\-27t  und  ^(p-{-4:7t  geschieht.  Mit 
dieser  Tatsache,  daß  analytisch  immer  eine  dreifache  Trisektion  sich  ergibt, 
hängt  die  Unmöglichkeit  ihrer  geometrischen  Ausführbarkeit  zusammen. 

Wir  haben  schon  S.  5  ausgeführt,  daß  eiu  geometrisches  Problem  nur 
dann  mit  Zirkel  und  Lineal  konstruierbar  ist,  wenn  es  auf  einen  analy- 
tischen Ausdruck  gebracht  werden  kann,  der  sich  durch  Quadratwurzeln 
lösen  läßt.  Ferner  ist  erwähnt  worden,  daß  der  Grad  einer  irreduktibeln 
Gleichung,  der  ein  nur  Quadratwurzeln  enthaltender  Ausdruck  genügen 
soll,  stets  eine  Potenz  von  2  sein  muß.  Wenden  wir  diese  Sätze  auf 
unsere  Trisektionsgleichung  an,  so  ist  klar,  daß  die  Trisektion  allgemein 
mit  Zirkel  und  Lineal  unmöglich  ist,  sobald  wir  nachweisen  können,  daß 
die  Gleichung  (3)  irreduktibel  ist. 

Wir  nehmen  an,  die  Gleichung  (3)  sei  reduktibel.  Sie  muß  dann 
notwendig  einen  linearen  Teiler  haben  und  sich  in  der  Form 

(5)  {y-a)(y'+ßy-\-r)  =  0 

schreiben  lassen,  worin  a,  ß,  y  rationale  Funktionen  von  a  bedeuten.  Es 
sei  also  weiterhin 

und  g){a)  eine  ganze  rationale  Funktion  in  a  vom  Grade  n,  tpia)  eine 
ebensolche  vom  Grade  m.  Da  nun  a  eine  Wurzel  der  betrachteten  Glei- 
chung darstellt,  so  ist 

i|)^  ici)  'i/j(a) 

oder 

und  es  wird  somit  verlangt,  daß  die  linke  Seite  eine  ganze  rationale 
Funktion  vom  ersten  Grade  darstellt.  Dazu  ist  notwendig  n>  m,  so 
daß  im  Zähler  eine  ganze  Funktion  vom  Grade  3w,  im  Nenner  eine 
solche  vom  Grade  3w  steht.  Das  heißt  aber,  die  linke  Seite  kann  besten- 
falls nur  eine  ganze  Funktion  vom  Grade  3  (w  —  m)  sein.  Diese  Zahl  ist 
niemals  gleich  1,  daher  die  Zerlegung  (5)  unmöglich  und  die  Gleichung  (3) 
irreduktibel. 

Es  ist  also  tatsächlich  nicht  möglich,  einen  beliebigen  Winkel  auf 
elementare  Weise  in  drei  gleiche  Teile  zu  teilen.  Der  strenge  Beweis 
wurde  zum  ersten  Male  von  L.  Wantzel^)  gegeben  im  Jahre  1837.  Aus- 

1)  Liouville  2,  S.  366. 
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führliche  Darstellungen  findet  man  bei  F.  Klein,  Vorträge  über  aus- 
gewählte Fragen  der  Elementargeometrie  (1895),  und  Enriques,  Fragen 
der  Elementargeometrie  II  (1907,  ital.  1 900). 

§  13.  Besondere  Fälle,  in  denen  die  Trisektion  möglich  ist. 

Wenn  nachgewiesen  wurde,  daß  die  Gleichung  (3)  des  vorigen 
Paragraphen  nicht  reduktibel  ist  für  jedes  beliebige  a,  so  ist  doch  kei- 
neswegs damit  gesagt,  daß  sie  für  gewisse  Spezialwerte  von  a  nicht 
reduktibel  werden  kann.  In  der  Tat  sieht  man  sofort,  daß  sie  für  die 
Werte  a  =  0  und  a  =  +  1  in  Faktoren  zerlegt  werden  kann.  Man  findet 

a==  +  l     (y+l)(y^l){y-2)  =  0     x,  =  -^,      X;--^,      ^^3  =  4-1 
a=-\     (^-l)(^-l)(2/-|-2)  =  0     ^i  =  +  |,      ^2  =  +  |.      %  =  -!• 

Das  sind  die  wohlbekannten  Fälle  3g)  =  270°,  90°,  450«5  360°,  720°, 
0°;  180°,  900°,  540°. 

Der  kleinste  ganzzahlige  Winkel,  den  man  mit  Hilfe  von  Zirkel 
und  Lüieal  konstruieren  kann,  ist  der  Winkel  von  3°.  Man  erhält  ihn 
z.  B.  durch  dreimaliges  Halbieren  des  Zentriwinkels  eines  regelmäßigen 
Fünfzehnecks.  Daraus  folgt,  daß  man  alle  Winkel  konstruieren  kann, 
die  Vielfache  des  Winkels  von  3°  sind,  und  daraus  wieder,  daß  sich 
alle  Winkel  trisezieren  lassen,  die  Vielfache  des  Winkels  von 
9°  sind.  Für  diese  muß  sich  ebenfalls  die  Trisektionsgleichung  als  re- 
duktibel erweisen.  Man  erhält  z.  B.  für  3  9)  =  45",  54°,  72 °  die  Zerlegungen: 


V' 


2/' -  3«/ -  y/lO  -  21/ 5  =  («/ -  ^  (1/5  +  1)  1^10  -  2y  5)- 

•(^'+|2/(y5  +  l)l/lO-2y5-f|(y5-l)) 

Dieses  Resultat  läßt  sich  noch  etwas  verallgemeinern.  Betrachten 

wir  nämlich  den  Winkel  3(p  = — j  wo  n  nicht  durch  3  teilbar  ist,  so 

wird  man  auch  hier  zu  einer  Trisektion  gelangen  können.  Denn  da  man 
immer  zwei  Zahlen  ^  und  q^  so  bestimmen  kann,  daß  die  Gleichung 

wp  —  Sg*  =  1 

erfüllt  ist,  so  wird  auch  die  durch  Multiplikation  mit  g—  aus  ihr  hervor- 
gehende gültig  sein 

2ä  2«        _12  7r 
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aus  der  man  den  gesuchten  Winkel  cp  =-z erhält  als  Differenz  zwi- 

sehen  bekannten  Vielfachen  des  Winkels  —  und  des  gegebenen  Winkels. 

Ist  also  ein  beliebiger  Winkel  Sop  = — ;  wo  n  nicht  durch  3  teilbar  ist, 
oder  auch  ein  beliebiges  Vielfaches  eines  solchen  Winkels  gegeben,  so 

kann  man  ihn  mit  Zirkel  und  Lineal  trisezieren.   Soll  aber  3cp  =  — 

^         n 

selbst  erst  konstruiert  werden,  so  müssen  wir  uns  erinnern,  daß  nach  den 
Untersuchungen  von  Gauß  über  die  Konstruierbarkeit  der  regelmäßigen 

2  7C 

Polygone  nur  solche  —  konstruiert  werden  können,  bei  denen  n  aus 

Primzahlen  von  der  Form  2^^  + 1  zusammengesetzt  ist  (S.  1 3).  Damit 

haben  wir  das  Resultat  gefunden,  daß  man  jeden  Winkel  3  gp  =  —  oder 

jedes  Vielfache  davon  konstruieren  und  trisezieren  kann,  wenn  die  Zer- 
legung von  n  in  Primfaktoren  ein  Produkt 

n  =  2^(22"+  1)  (2^^'+  1)  .  .  .        v^o,  /  +  o. . . 
ergibt. 

Verlangt  man  endlich,  daß  in  der  Trisektionsgleichung 

y^  —  3y  —  2a  =  0 

die  Zahl  a  eine  rationale  Zahl  bedeuten  soll,  so  kann  man  beispiels- 
weise auch  noch  die  folgenden  Zerlegungen  vornehmen: 

^^  -  3^  +  I  =  (^  ±  1)  [y'  +  1^  -  I) 

2/'  -  32/  ±  ^  =  (2/  +  I)  (2/'  ±  1 2/  -  y) 
2/^  -  32/  +  g  =  (2/  ±  I)  {y'  +  Y?/  -  y) 

y'-^y  +  ^  =  {y±Y)  (^'  +  t^-  y)' 

Somit  ist  auch  noch  die  Trisektion  derjenigen  Winkel  3  9)  möglich, 
für  die 


beträgt. 


Q  .9         .11        .1^        I    22 

cos3g,  =  +  -,     ±-,     ±-,     ±- 


2.  Elementare  Trisektionsmethoden. 

§  14.  Die  Einschiebungsmethode  der  Oriechen. 

Durch  Vermittlung  der  Araber  sind  fünfzehn  sog.  Wahlsätze  auf 
uns  gekommen,  die  den  Namen  des  Archimedes  tragen  und  zum  Teil 
wohl  mit  Recht  dem  großen  Syrakusaner  zugeschrieben  werden,  als 
Ganzes  oder  wenigstens  in  der  überlieferten  Form  aber  jedenfalls  kaum 


EinscMebungsmetliode  des  Pappus  3]^ 

von  ihm  herrühren  dürften.^)  Unter  ihnen  behandelt  der  8.  Satz  die 
Dreiteilung  eines  Kreisbogens.  Sie  wird  dadurch  erreicht,  daß  eine  Strecke 
von  bekannter  Größe  zwischen  die  Peripherie  des  Kreises  und  eine  Ge- 
rade so  eingeschoben  wird,  daß  ihre  Verlängerung  durch  den  Kr.eis- 
mittelpunkt  geht.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  löst  Pappus  die  Dreiteilung 
eines  Winkels,  nur  daß  bei  ihm  die  bekannte,  mit  ihrer  Verlängerung 
durch  ein  Zentrum  gehende  Strecke  zwischen  zwei  Geraden  eingeschoben 
werden  muß.  Pappus  bleibt  nun  freilich  hierbei  nicht  stehen,  sondern 
zeigt,  wie  die  Einschiebung  mit  Hilfe  von  Kegelschnitten  erreicht 
werden  kann,  und  betont  ausdrücklich,  daß  auch  die  alten  Geometer 
diese  Lösung  schon  gekannt  hätten.^)  Doch  schließt  das  keineswegs  aus, 
daß  die  in  ihrer  Einfachheit  geradezu  geniale  Methode  der  Einschiebung 
auch  für  sich  allein  ohne  Benutzung  von 
Kurven  ausgeübt  worden  ist.  Besonders 
für  das  praktische  Zeichnen  liegt  es  ja 
außerordentlich  nahe,  die  einzuschie- 
bende Strecke  auf  einem  Lineal  oder 
einem  Streifen  Papier  abzutragen  und 
diesen  durch  Probieren  in  die  richtige 
Lage  zu  bringen.    Außerdem  spielt  aber  ^ig-  ^^■ 

überhaupt  die  Einschiebung  (vsv6ig)  bei  den  griechischen  Mathematikern 
eine  so  große  Rolle,  daß  man  nicht  annehmen  kann,  sie  hätten  sie  nur 
als  Vorbereitung  für  die  Anwendung  der  Kegelschnitte  betrachtet.^) 

Die  ältere  von  den  beiden  genannten  Dreiteilungen  scheint  die  von 
Pappus  überlieferte  zu  sein.  Sie  gehört  (nach  Zeuthen)  vielleicht  schon 
dem  5.  Jahrhundert  an  und  soll  daher  zuerst  besprochen  werden. 

Ist  der  Winkel  JBÄC  zu  trisezieren  (Fig.  84),  so  fällt  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  B  des  einen  Schenkels  das  Lot  BD  auf  den  andern 
Schenkel  und  ziehe  durch  B  die  Parallele  BF  zu  dem  letzteren.  Nun 
lege  man  durch  A  diejenige  Gerade  AF,  auf  welcher  der  durch  das  Lot^D 
und  die  Parallele  5i^ begrenzte  Abschnitt  EF  gerside  gleich  2  -AB  wird. 
Ist  dann  nämlich  G  der  Mittelpunkt  von  EF,  so  ist  <^  BFG  =  ^  FBG, 
folglich  ^  BAG  =  ^  BGA  =  2  •  BFG,  und  da  <^  BFG  auch  gleich 
<^  FAC  ist,  so  findet  man 

^BAE  =  2'EAD, 

so  daß  ^  BAD  tatsächlich  durch  AF  triseziert  wird. 

Bei  der  Methode  des  Archimedes  beschreibt  man  (Fig.  85)  um  den 
Scheitel  A  des  Winkels  BAC  zunächst  einen  beliebigen  Kreis.  Alsdann 
wird  der  Schenkel  CA  rückwärts  bis  über  den  Kreis  hinaus  verlänarert 

1)  Liber  assumptonim.  Archimedes  (ed.  Heiberg)  II,  428—446.  Zeuthen,  Die 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Altertum.    Deutsch  von  Fischer-Benzon.    S.  265. 

2)  Pappus  ly.  Postea  vero  angulum  tripartito  diviserunt  (antiqui  Geometrae) 
ex  conicis. 

3)  Zeuthen  S.  261. 
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und  zwiscilen  die  Verlängerung  und  die  Periplierie  eine  Strecke  DJß 
gleicli  dem  Radius  des  Kreises  so  eingeschoben,  daß  ihre  Richtung 
durch  B  hindurchgeht.  Dann  wird 

^  ABE  =  ^  BEA  =  2  ^  EAD  =  2  ^  EDA 
und  folglich 

^BAG^?>'^EAG     oder    BC=^dEG 


Pig.  85. 


Fig. 


sein.  Zieht  man  schließlich  die  Parallele  AF  zu  BD,  so  wird  auch 


sich 


^BAF=2-^FAG 
ergeben. 


oder     ^FAG  =  ^^BAC 


Beide  Methoden  können  für  beliebige  Winkel 
angewandt  werden,  wenn  man  nur  darauf  achtet, 
daß  die  einzuschiebende  Strecke  in  die  richtige 
Lage  kommt.  So  zeigen  die  Figuren  86  und  87  die 
Trisektion  von  stumpfen  und  überstumpfen  Winkeln 
nach  der  Methode  des  Pappus,  Figur  88  und  89  das- 
selbe nach  der  Methode  des  Archimedes.  Es  ist  klar, 


Pig.  87. 

daß  beide  Methoden  nur  eine  einzige  Lösung  zurzeit  ergeben  können. 
Es  liegt  aber  nicht  das  geringste  Hindernis  vor,  bei  der  Trisektion  des 
Winkels  cp  eine  im  Sinne  der  Trisektionsgleichung  vollständige  Lösung 
zu  erhalten.  Denn  die  Einschiebung  läßt  sich  sowohl  bei  Pappus  als 
bei  Archimedes  auf  drei  verschiedene  Weisen  bewerkstelligen,  und  diese 
entsprechen  eben  der  Trisektion  von  (p,  g)  ■}•  2n  und  cp  -{-  4jt  (Fig.  90, 
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91).  Das  muß  man  sich  vergegenwärtigen,  da  man  gelegentlicli  der 
leicht  mißzuverstehenden  Behauptung  begegnet,  bei  der  Einschiebungs- 
methode  erhalte  man  nur  eine  Lösung  der  Aufgabe.-^) 

Die  griechische  Methode  der  Einschiebung  finden  wir  in  späterer 
Zeit  bei  den  Arabern  wieder.  In  dem  bekannten  Traite  de  la  tri- 
section  de  l'angle  rectiligne 
par  Abu  Said  Ahmed  Ben  Moham- 
med Ben  Abd  Aldjalil  Alsidjzi^) 
wird  die  Lösung  des  Pappus  dem 
Thabit  Ben  Korbah  Alharrani 
(826 — 901)  zugeschrieben,  wäh- 
rend die  Lösung  des  Archimedes, 
allerdings  in  einem  etwas  anderen 
Gewände,  als  Proposition  III  des 
Abül  Rihan  Albieüni  (973 — 1048) 
mitgeteilt,  später  jedoch  ausdrück- 
lich als  proposition  resolue  par  un 
des  anciens  besprochen  wird.  Das- 
selbe Verfahren  findet  sich  übrigens 
schon  im  „Buch  der  drei  Brü- 
der" Muhammed,  Ahmed  und  Al- 
hasan  (9.  Jahrb.),  der  Söhne  des  Müsi  ibn  Schakik,  das  von  Gerhard  von 
Cremona  (1114 — 1187)  ins  Lateinische  übersetzt  wurde  ^);  es  wird  gelehrt 
von  Abul  Wafa^),  wir  kennen  es  aus  der  Schrift  des  Jordanus  Nemorarius 
(f  1237)  de  triangulis,  der  sie  jedenfalls  arabischen  Quellen  verdankt,  und 
aus  der  Euklidausgabe  des  Johannes  Campanus  von  Novarra  (um  1270). 
Es  besteht  darin,  daß  man  um  den  Scheitel  Ä  des  gegebenen  Winkels 


Eig.  90. 


Fig.  91. 


Fig.  92. 


BÄC  =  u  einen  Kreis  schlägt  (Fig.  92),  in  Ä  die  Senkrechte  zu  AB 

1)  Vgl.  z.  B.  Enriques,  Fragen  der  Elementargeometrie  II,  S.  233,  244. 

2)  L'algebre  d'Omar  Alkhayyämi,  ed.  Woepcke.     Paria  1851.     S.  117. 

3)  Max    Curtze,    Abdruck    in  Bd.  XLIX.  d.  Nova  acta   d.  K.  Leop.-Carol. 
Deutschen  Akad.  d.  Naturforscher. 

4)  Journal  Asiatique  1855,  S.  218. 
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erriclitet  und  von  C  aus  einen  Stralil  so  zeichnet,  daß  das  Stück  ED 
zwischen  der  Senkrechten  und  der  Peripherie  gleich  dem  Radius  des 

Kreises  wird.  Es  ist  dann  <^  EAF  =  x=^'  Denn  da  EA  =  ED  und 

ö 

FA  J_  AD  ist,  muß  <^  AED  =  2x  sein,  und  da  ferner  auch  ^  AEC 
und  <^  ACE  übereinstimmen,  so  haben  wir  x  -\-  a  =  4x,  d.  h.  rr  =  — • 
Man  braucht  offenbar  nur  mit  Albirüni  CE  noch  bis  zum  Schnitt  mit 
BF  zu  verlängern,  um  den  Zusammenhang  mit  der  Konstruktion 
^p  des  Pappus  und  des  Archimedes  zu  erkennen. 
—  Fkanciscus  Yieta  (1540 — 1603)  lehrt  die 
Dreiteilungsmethode  des  Archimedes  in  seinem 
Supplementum  Geometriae  (1593).  Er  hat 
sie  selbständig  entdeckt,  da  die  „Wahlsätze'' 


Kg.  93. 


Mg.  94. 


zum  ersten  Male  1659  durch  Fostbb,  aus  dem  Arabischen  übertragen 
worden  sind,  er  also  von  diesen  keine  Kenntnis  haben  konnte.^)  Endlich 
finden  wir  die  Einschiebung  auch  bei  Isaac  Newton  (1643 — 1727)  in 
seiner  Arithmetica  universalis  (1707)  behandelt.  Zu  den  beiden 
griechischen  Lösungen,  die  er  auf  Grund  der  Trisektionsgleichung  ent- 
wickelt, fügt  er  noch  eine  dritte  eigene,  die  aber  im  Grunde  doch  mit  der 
des  Pappus  übereinstimmt.  Soll  nämlich  der  Winkel  BAC  gedrittelt 
werden  (Fig.  93),  so  wird  um  A  ein  Kreis  geschlagen  und  die  Sehne  BC 
gezogen.  Ferner  verlängert  man  BA  bis  zum  Schnittpunkt  D  mit  dem 
Kreis,  legt  eine  Gerade  durch  D  und  C  und  schiebt  zwischen  sie  und 
die  Sehne  BC  eine  Strecke  EF  gleich  dem  doppelten  Radius  des  Kreises 
so  ein,  daß  ihre  Richtung  durch  A  geht.  Dann  ist 

^EAC^^-^BAC. 

Die  Figur  geht  vollkommen  in  die  des  Pappus  über,  wenn  man  noch 
die  Halbierungslinie  des  Winkels  BAC  zieht. 

Die  Konstruktion  des  Archimedes  tritt  übrigens  auch  noch  in  einer 
etwas  anderen  Form  auf.   Man  kann  nämlich  auch  (Fig.  94)  um  einen 


1)  Archimedes  ed.  Heiberg  II,  428. 
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beliebigen  Punkt  M  des  einen  Schenkels  des  Winkels  BAC  einen  Kreis 
bescbreiben,  der  durch  den  Scheitel  A  geht  und  den  andern  Schenkel 
in  C  trifft.  Zieht  man  dann  durch  31  die  Parallele  zu  dem  andern 
Schenkel  und  ermittelt  man  die  Gerade,  die  durch  A  geht  und  deren 
Abschnitt  DE  zwischen  der  Peripherie  und  der  Parallelen  durch  M 

gerade  gleich  dem  Radius  ist,  so  ist  -^  DAG  =  —  ^  MAC. 

§  15.  Die  Bewegungsmethode  der  Araber. 

In  dem  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten  Traite  de  la  trisection 
wird  eine  Anzahl  von  arabischen  Originalmethoden  besprochen,  die  zur 
Trisektion  eines  vorgelegten  Winkels  benutzt  werden  können.  Sie  haben 
alle  gemeinsam,  daß  durch  die  Bewegung  eines  Elementes  der  Figur 
die  Gleichheit  anderer  herzustellen  versucht  wird.  Auch  in  den  Fällen, 
wo  zunächst  nur  die  Erfüllung  einer  Proportion  erstrebt  wird,  läuft  dies, 
wie  der  Verfasser  des  Traite,  Alsidjzi,  zeigt,  auf  die  erste  Forderung 
hinaus.  Übrigens  befinden  wir  uns  ^ 

hier  in  derselben  Lage  wie  bei  den  J        />' 

Griechen;   es   wird  nämlich  fest-  .^--''/V      / 

gestellt,    daß    die    verschiedenen  ^^■^'^^^^  /    /  / 

Methoden  sich  alle  mit  Hilfe  einer  ^^-^^^         /    j  / 

Hyperbel  lösen  lassen,  dochnimmt  ._^^-r^ ^-_--^_ ^^^ 

diese  Erkenntnis  der  Autor  aus- 
drücklich für  sich  in  Anspruch, 
so  daß  anzunehmen  ist,  daß  man  vor  ihm  die  einzelnen  Vorschriften 
selbständig,  ohne  Kurven,  auszunutzen  versucht  hat. 

1.  Lehrsatz  des  Abu  Sahl  Alquhi. 

Bestimmt  man  auf  dem  einen  Schenkel  des  gegebenen  Winkels 
3AG  den  Punkt  B  (Fig.  95)  und  auf  der  rückwärtigen  Verlängerung 
des  andern  Schenkels  die  Punkte  D  und  ^  derart,  daß 

DE=^BE    und     DA:  AB  =  AB  :  AE, 

so  schneidet  die  zu  EB  gezogene  Parallele  AB  ein  Drittel  von  dem  ge- 
gebenen Winkel  ab,  und  es  ist  somit 

^BAB  =  \^BAC. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  DAB  und  BAE  folgt  nämlich, 
daß  <^  ADB  =  <^  ABB]  nun  ist  aber  wegen  der  Gleichheit  von  DE 
und  BE  auch  ^  DBE  =  <^  ABE  und  somit  ^  ABB  =  2  •  ^  ABE 
oder  ^  GAB  =  2'-^BAP.  —  Die  Parallele  zu  DB  durch  A  ergibt 
übrigens  den  andern  Trisektionsstrahl. 

Alsidjzi  benutzt  diesen  Lehrsatz  in  folgender  Weise.  Es  sei  QDG 
der  gegebene  Winkel  (Fig.  96);  man  schlage  dann  um  einen  beliebigen 


Fig.  95. 
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Punkt  E  des  einen  Schenkels  einen  Kreis,  der  durch  den  Scheitel  D 
geht  und  die  Schenkel  in  Q  und  C  trifft.  Nun  lasse  man  B  auf  der 
Peripherie  dieses  Kreises  wandern  und  denke  sich  von  B  aus  die  Yerbin- 
dungslinien  nach  D  und  E  und  zxx.  DQ  die  Parallele  BA  gezogen.  In 
dem  Moment,  wo  EB  mit  DB  und  AB  gleiche  Winkel  bildet,  ist  BB 
der  gesuchte  Trisektionsstrahl  von  QBC. 

2.  Lehrsatz  des  Abul  Haqan  Alchamsi  Alhaeawi. 

Auf  dem  einen  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  BAC  (Fig.  97) 
wähle  man  einen  beliebigen  Punkt  B  und  ziehe  BC=BA  und  BFj_AC. 
Femer  lasse  man  von  C  einen  Strahl  ausgehen,  der  BA  in  D  und  BF 


in  E  schneidet,  und  verbinde  A  mit  E.  Bewegt  sich  nun  D  auf  AB,  so 
wird  AE  den  Winkel  BAC  trisezieren,  sobald  DA  =  DE  geworden  ist. 
Man  sieht  ja  sofort,  daß  dann 
■^  DAE  =  ^  DEA  =  ^  EAC  +  ^  ECA  =  2-^EAC 
wird,  womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

3.  Erster  Lehrsatz  des  Abül  Rihan  ALBißüm. 

Man  mache  die  Schenkel  45  und  AG  des  gegebenen  Winkels  BAC 
(Fig.  98)  gleichlang  und  verbinde  B  mit  C.  Nun  lasse  man  BC  von 
einem  Punkte  D  durchlaufen  und  denke  sich  immer  AE  =  AD  auf  AB 
abgetragen.  Es  wird  dann  AD  den  Winkel  BAC 
trisezieren,sobald  die  Proportion  J.5:JBi)=J[7):Dii^ 
erfüllt  ist. 

Zum  Beweis  (Woepcke)  schlägt  man  um  A 

den  Kreis  mit  Radius  AE  =  AD  (Fig  99).    Trifft 

er  AC  in  F,  dann  wird  EF\\  BC  sein  und  möge 

p  AD  in  G  schneiden.  Aus  dem  Parallelismus  geht 

\b  nun  die  Proportion  hervor  AE :  EG  =  AB :  BD. 

Nach  Voraussetzung  soll  aber 

Fig.  99. 

AB  :  BD  =  AD:  DE 

sein.  Daher  muß  auch  AE  :  EG  =AD  :  DE  =  AE  :  DE  gelten,  d.h. 
es  ist  EG  =  ED.  Hieraus  findet  man  weiter,  daß  A  ÄDE  ^  AEDG, 
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also  ^  GED  =  -^  EAD  ist,  während  andrerseits  -^  FÄD  als  Zentri- 
winkel das  Doppelte  von  ^  FED  beträgt.  Daraus  folgt  aber  unmittel- 
bar die  Behauptung  <^  CAD  =  2  ^  BAD. 

4.  Zweiter  Lehrsatz  des  Abül  Rihan  Albiruni. 

In  einem  Kreis  um  A  habe  man  die  Sehne  FE  (Fig.  100).  Läßt 
man  D  den  Bogen  zwischen  F  und  E  durchlaufen  und  zieht  den  Strahl 

AD,  der  FE  in  G  trifft,  so  wird  ^  FAD  =  y  -^  FAE  sein,  sobald 
DE  =  GF  erreicht  ist. 

Dieser  Satz  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  vorigen.  Die  Figur 
wird  uns  später  bei  der  Strophoide  wieder  begegnen  (S.  118). 


Fig.  100.  Pig.  101. 

5.  Lehrsatz  des  Abu  Hamid  Alsagäni. 

Über  der  Sehne  BD  sei  derjenige  Kreisbogen  gezeichnet,  der  das 
Supplement  des  gegebenen  Winkelsa  als  Peripheriewinkel  faßt  (Fig.  101); 
es  sei  also  <^  BAD  =  180*^  —  a,  <^  BAC  =  a.  Der  Punkt  A  bewege  sich 
auf  der  Peripherie,  und  man  denke  sich  zu  jeder  Lage  von  A  den  Punkt 
E  auf  der  Verlängerung  von  BD  bestimmt,  für  den  AE  =  AB  ist. 
Dann  wird  in  dem  Augenblick,  wo  AD  die  Länge  von  ED  erreicht,  die 
Verlängerung  von  EA  ein  Drittel  des  -^  BAC  abschneiden. 

Für  jede  Lage  von  A  ist  ja 

<^  CAB  =  -^  ADB  +  ^  ABB  =  -^  ADB  +  ^  AED. 

Sobald  also  <^  ADB  ='2  •  <^  AED  gemacht  werden  kann,  muß  ^  AED 
den  dritten  Teil  von  <^  GAB  darstellen.  Und  das  erreicht  man  eben, 
falls  XD  =  iJD  wird. 

6.  Lehrsatz  des  Alsidjzi. 

Um  den  Scheitel  A  des  gegebenen  Winkels  BAC  (Fig.  102)  be- 
schreibe man  einen  Kreis,  der  die  Schenkel  in  B  und  C  und  die  Ver- 
längerung von  CA  in  D  trifft.  Zieht  [man  dann  von  B  aus  über  AD 
weg  eine  Sehne  BE,  durch  die  AD  in  F  getroffen  wird,  und  gelingt 
es,  diese  so  zu  bestimmen,  daß  BF-FA  +  FA^  =  AB^  ist,  so  ist 

^  FEA  =  ^  FAE  =  \^BAC 
und  demnach  die  Verlängerung  von  EA  ein  Trisektionsstrahl  von  BAC. 


88  B  I-  S.Verwendung  der  Kegelschnitte  zur  Trisektion 

Man  kann  zunächst  beweisen,  daß  die  gestellte  Forderung  darauf 
hinauskommt,  durch  Bewegung  von  E  auf  der  Peripherie  einen  Strahl 
BE  zu  bestimmen,  für  den  FA  =  FE  wird.   Da  nämlich 

EFBF=DF-CF==  {DA  -  AF)  {DA  +  AF)  =  DA^  -  AF'' 

=  AB^-AF^ 

ist,  so  ergibt  ein  Vergleich  mit  der  gemachten  Voraussetzung,  daß. 

EF-BF=BFFA 

sein  muß,  d.  h.  daß  EF  =  FA  zu  machen  ist.  Dann  aber  folgt 

^  BFA  =  2 .  ^  FEA  =  2  •  ^  FBA, 

und  somit  ist 

^BAC  =  ^  AFB  +  ^  ABF  =S"^FAE, 

und  die  Verlängerung  von  EA  ist  ein  Trisektionsstrahl. 

Dieser  Lehrsatz  ist  es,  auf  den  Alsidjzi  alle  vorerwähnten  Kon- 
struktionen zurückführt.  Indem  er  ihn  mit  Hilfe  einer  Hyperbel  löst, 

hat  er  daher  gleichzeitig  gezeigt,  wie  man 
auch  bei  den  übrigen  mit  Hilfe  desselben  Kegel- 
schnitts zum  Ziele  gelangen  kann.  Diese  Be- 
trachtungen übergehen  wir  hier  und  stellen 
zum  Schluß  nur  noch  fest,  daß  offenbar  die 
geschilderten  Methoden  mit  der  Methode  der 
Einschiebuüg  nahe  verwandt  sind.  Man  sieht 
das  deutlich  ein,  wenn  man  sich  auf  dem  zur 
Einschieb ung  benutzten,  um  das  feste  Zentrum 

Flg.  102.  .  ö  _  _      7         _ 

rotierenden  Lineal  nicht  die  einzuschiebende 
Strecke,  sondern  nur  irgendeine  Teilung  angebracht  denkt  und  nun  so 
lange  dreht,  bis  die  Zahl  der  Einheiten  der  eingeschobenen  Strecke  die 
vorschriftsmäßige  Größe  erreicht  hat.  Dieser  nahen  Beziehung  wegen 
haben  daher  schon  die  Araber  für  beide  Arten  den  Namen  „Bewegungs- 
geometrie" eingeführt. 

3.  Terwendiing  der  Kegelschnitte  zur  Trisektion. 
§  16.    Die  Methode  der  Kegelschnitte  hei  Pappus. 

Die  Einschiebungsmethode  finden  wir  bei  Pappus  auf  Kegelschnitte 
zurückgeführt.  Ob  die  Alten  auch  die  Archimedische  Einschiebung  auf 
diese  Weise  vollzogen  haben,  ist  uns  nicht  überliefert  worden;  möglich 
ist  eine  solche  Lösung,  wie  wir  später  sehen  werden.     (S.  S.  101,  102.) 

Die  erste  Methode  des  Pappus  geht  unmittelbar  aus  einem  all- 
gemeinen Lehrsatz  über  die  Hyperbel  hervor.^)  Ist  A  B  CD  ein  gegebenes 
Parallelogramm  und  s  eine  gegebene  Strecke,  so  beschreibe  man  zunächst 

1)  Coli.  math.  Probl.  VII,  Prop.  XXXI. 
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die  Hyperbel,  die  A  B  und  SC  als  Asymptoten  hat  und  durch  D  geht 
(Fig.  103).  Ferner  schlage  man  um  D  den  Kreis  mit  der  gegebenen 
Strecke  s  als  Radius  und  ziehe  durch  seinen  Schnittpunkt  G  mit  der 
Hyperbel  die  Parallele  FG  zu  CD.  Terbindet  man  schließlich  noch  A 
mit  F,  wodurch  man  F  auf  CD  erhält,  so  wird  EF  =  DO  =  s.  Da 
nämlich  D  und  O  Punkte  der  Hyperbel  sind,  so  ist 

DC-BC=  GFBF 
oder 
BF'.BG^DG-.GF. 

Nun  haben  wir  aber 
andrerseits  nach  dem  Pro- 
portionallehrsatz 

BF:BG=AF:AE 
=  DC:DE. 

Aus    beiden  Proportionen 
ergibt  sich 

DG:GF=DG:DE,       Q 
und  das  ist  nur  möglich  für 
GF=^DE. 

BasYiereckDGFEisi 
also  ein  Parallelogramm 
und 

EF=DG  =  s. 

Um  nun  diesen  Lehr- 
satz für  die  Trisektions- 
aufgabe^)  nutzbar  zu  machen,  haben  wir  nur  nötig,  in  Fig.  84  das  recht- 
winklige Dreieck  BDA  zu  einem  Rechteck  zu  ergänzen  und  s  =  2  '  AB 
zu  wählen  (Fig.  104).  Wir  bekommen  dann  EF=  DG  =  2  ■  AB,  und  das 
war  es  ja  gerade,  wodurch  die  Lage  des  Trisektionsstrahles  bestimmt  war. 

Zeichnet  man  die  Hyperbel  vollständig,  so  wird  sie  im  allgemeinen 
von  dem  Kreis  in  4  Punkten  geschnitten  werden.  Unter  diesen  befindet 
sich  der  andere  Endpunkt  des  zu  D  (Fig.  104)  gehörigen  Durchmessers. 
Die  übrigen  drei  Schnittpunkte  führen  zu  der  vollständigen  Trisektion 
des  vorliegenden  Winkels,  was  an  der  Hand  der  Figur  90  leicht  ein- 
zusehen ist. 

Dieser  Methode  läßt  Pappus  eine  zweite  folgen,  bei  der  man  ohne 
Einschiebung  zur  Trisektion  gelangt.  Er  geht  hier  aus  von  einer  Strecke 
AG  (Fig.  105)  und  bestimmt  B  als  Schnittpunkt  zweier  Strahlen  von  A 
und  G  aus,  die  immer  so  zu  ziehen  sind,  daß 

^BGA  =  2^BAG 

1)  1.  c.  Probl.  VIII,  Prop.  XXXII. 


Fig.  104. 
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wird.  Um  nun  den  geometrisclien  Ort  der  Punkte  B  zu  untersuchen, 
fäUt  man  das  Lot  BD  auf  J.(7,  macht  DE=EF=  BC  und  zieht  BE 

und  BF.    Ferner  bestimmt  man  noch  den  Punkt  G  so,  daß  CG  ==  —  GA 

ist.  Dannist  J.0  =  30G^  und  CF=3CD,  also  AG-  GF==  3  (GG-GD) 

'''^''  AF=3DG, 

wobei  zu  beachten  ist,  daß  G  seine  Lage  nicht  ändert.  Andrerseits  ist 
iSBGE  gleichschenklig  und  infolgedessen  auch  «^  BEG  =  2^BAG. 
Das  ist  nur  möglich,  wenn  auch  AE  =  BE  ist.    Jetzt  findet  man 

BD^=  BE^-  ED^^  {BE  +  EB)  (BE  -  ED)  =  {AE  +  ED)  {AE-EF) 
=  AD-AF=3AD-DG, 

^ß  eine    Beziehung,    aus    der 

man  eine  Hyperbel  als 
geometrischen  Ort  der 
Punkte  B  erkennt.  Um  die 
uns  geläufige  analytische 
Darstellung  derselben  zu 
erhalten,  nimmt  man  den 
Mittelpunkt  0  von  A  G  als 
Koordinatenanfang,  GG  als 
a;-Achse  und  die  Senkrechte 
-^►^  zu  00  in  0  als  ^- Achse. 
Sind  dann  x,  y  die  Koordi- 
naten von  B  und  setzt  man 


so  ist 


0^=  OG  =  a, 
GD  =  X  —  a,    AD  =  x-\-  a, 


und  es  geht  BD^  =3  AD-  DG  über  in 


oder 


y^  =  S  {x  +  a)  {x  —  a) 


1. 


Die  Hyperbel  hat  also  die  Achsen  2a  und  2a"|/3,  und  ihre  Scheitel  liegen 
in  A  und  (r;  ihre  Asymptoten  bilden  Winkel  von  120"  miteinander, 
und  ihre  numerische  Exzentrizität  ist  2, 

Die  Anwendung  auf  die  Dreiteilung  eines  Winkels  ist  nun  sehr  ein- 
fach. Zeichnet  man  nämlich  einen  beliebigen  Kreis  durch  A  und  0,  so 
wird  er  im  allgemeinen  die  Hyperbel  in  drei  Punkten  B,  B^,  B^  treffen 
(Fig.  106),  und  für  alle  drei  können  wir  die  Eigenschaft  der  Hyperbel, 
von  der  wir  ausgegangen  waren,  in  Anspruch  nehmen.    Es  ist  also 

^BGA  =  2^BAG     oder     big  AB     =^2avcGB 
-^  B^GA  ^  2  ^  B^AG       „       arc  AB^    =  2  arc  O^i 
^  BGA  =  2^QAG       „       arc  AGB,  =  2  arc  GAB,. 
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Damit  ist  bewiesen,  daß  Jf  jBdenWinkelJ.i)f  (7=a,  ilf^i  den  Winkel 
360"  —  a  und  MB^  den  Winkel  360°  +  a  triseziert.  Auch  ist  unmittelbar 
klar,  daß  sich  die  betrachtete  Hyperbel  zur  Trisektion  eines  beliebigen 
Winkels  a  eignet,  da  man  ja  nur  den  Punkt  M  so  zu  bestimmen  braucht, 
daß  ^  AMC  =  a  wird. 

Diese  zweite  Methode  des  Pappus  ist  dieselbe,  die  in  neuerer  Zeit 
Yon  Alexis  Claude  Claieault^)  (1713  —  1765)  auseinandergesetzt  wurde. 
Man  findet  sie  ferner  bei  einer  ganzen 
Reihe  moderner  Autoren  wieder,  z.  B.  bei 
Wilhelm  Panzerbieter^),  von  dem  auch 
weitere  literarische  Nachweise  angegeben 
werden.  Bei  letzterem  finden  wir  auch 
die  wichtige  Bemerkung,  daß  die  Trisek- 
tionspunkte  B,  B^,  B^  mit  A  noch  auf 
einer  zweiten  Hyperbel  liegen,  die  den 
Mittelpunkt  von  AM  als  Mittelpunkt 
besitzt,  und  deren  Achsen  den  Hal- 
bierungshnien  von  a  parallel  laufen. 
Ferner  zeichnet  Panzerbieter  durch  die 
drei  Punkte  A,  M  und  G  einen  Kreis, 
der  die  Hyperbel  in  A,  T^,  T  und  T^ 
trifft,  und  weist  nach,  daß  dann  T,  B  und 
M,  ebenso  T^,  31  und  B.2,  wie  auch  B^,M 
und  Tg  jedesmal  in  einer  Geraden  liegen, 
und  daß  ferner,  wenn  JCK  eine  Tangente  an  diesem  Kreis  ist,  CT^  und 
CB^  den  konkaven  Winkel  ACK,  ferner  CT  und  CB  den  Winkel  ACJ 
und  die  rückwärtigen  Verlängerungen  von  CT^  und  CB^  den  konvexen 
Winkel  ACK  trisezieren. 


Fig.  106. 


§  17.    Die  Methode  der  Kegelschnitte  bei  den  Arabern. 

„Malgre  le  desir  ardent  qui  animait  les  anciens  ä  resoudre  ce  Pro- 
bleme (de  la  trisection),  et  malgre  le  grand  nombre  de  ceux  qui  l'abor- 
derent  d'une  maniere  perseverante,  aucun  d'eux  n'y  a  reussi,  jusqu'ä  ce 
que  dans  les  jours  d'Almamoün,  le  commandeur  des  croyants,  il  fut 
resolu  par  Thabit  Ben  Korrah  AlharranI  et  ensuite  par  Abu  Sahl 
Alqühi."  Die  Lösung  des  letzteren  haben  wir  kennen  gelernt,  die  des 
Thabit  Ben  Korrah  ist  vollkommen  die  erste  Methode  des  Pappus,  was 
dem  Autor  des  mit  den  zitierten  Worten  beginnenden  Traite  de  la 
trisection  de  l'angle  rectiligne^),  Alsidjzi,  entgangen  zu  sein 
scheint,  obwohl  die  Schriften  der  griechischen  Mathematiker  den  Ara- 

1)  Taylor,  Geometry  of  the  conics.     Cambridge  1881,  n.  308,  p.  126. 

2)  Dreiteilung  jedes  Winkels  mittelst  einer  festen  Hyperbel  Archiv  für 
Math.  u.  Phys.  IL    Reihe  10.    S.  333.  441  (1891). 

3)  L'algebre  d'Omar  Alkhayyämi  S.  117. 
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bern  niclits  weniger  als  unbekannt  waren.  Wir  haben  uns  ferner  bereits 
von  Alsidjzi  über  die  verschiedenen  arabischen  Lösungsversuche  be- 
richten lassen,  die  jenen  beiden  ersten  gefolgt  sind.  Alsidjzi  führt  sie 
alle  zurück  auf  eine  von  ihm  selbst  ersonnene  Methode,  deckt  dadurch 
ihren  inneren  Zusammenhang  auf  und  geht  insofern  über  seine  Vor- 
gänger hinaus,  als  er  seine  und  damit  auch  die  früheren  Lösungen  mit 

Hilfe  einer  Hyperbel  zu 
erreichen  lehrt. 

Zu  diesem  Zwecke 
macht  er  in  Fig.  102 
ÄD  =  2a  zum  Durch- 
messer einer  gleich- 
seitigen Hyperbel, 
die  auf  ein  schiefwink- 
liges Koordinatensystem 
bezogen  ist,  das  den 
Mittelpunkt  0  von  ÄD 
als  Anfangspunkt,  OG 
als  Abszissenachse  und 
Ofi'M5  zurOrdinaten- 
achse  hati)  (Fig.  107). 
Für  jeden  Punkt  P  (xy)  dieser  Hyperbel  haben  wir  dann  in  diesen 
schiefwinkligen  Koordinaten  die  Gleichung 

y^=  x^—  a^=  (x  -\-  a)  {x  —  a)-, 

wenn  daher  G  den  Schnittpunkt  der  Hyperbel  mit  dem  Kreis  A  {ÄD) 
bedeutet,  so  ist  also  auch 

GJ'  =  JD-JÄ. 

Aus  dieser  letzten  Relation  folgt  zunächst: 


Pig.  107. 


GJ^==  JDJÄ  =  {JA  -f  AD)  JA  =  JA'-\-  JA  •  AD 


oder 


GJ'=JA'+JA'AG. 

•Denkt  man  sich  also  die  Gerade  5i^  parallel  zu  AG  gezogen, 
so  sind  die  Dreiecke  BFA  und  GAJ  einander  ähnlich  und  wegen  der 
Proportionalität  der  Seiten  muß  auch  die  Relation 

AB^=-AF'+AF'FB 

erfüllt  sein.  Dies  ist  aber  die  Bedingung,  die  Alsidjzi  für  die  richtige 
Lage  der  Geraden  BF  aufgestellt  hätte  (S.  87).  Man  sieht,  daß  man 
nach  Konstruktion  der  genannten  Hyperbel  nur  BFWGA  zu  ziehen 
braucht,  um  den  Punkt  E  zu  erhalten,  der  zur  Trisektion  führt.  Übri- 
gens ist  natürlich  AG  selbst  schon  ein  Trisektionsstrahl  von  -^BAC. 

1)  Hierbei  weist  er  hin  auf  die  Kegelschnitte  des  Apollonius  (I.  Buch  53.  Ed. 
Oxf.    p.91). 


Verwendung  der  Hyperbel  durch  Alsidjzi  93 

DieLösung  der  anderenarabisclieiiTrisektionsmethodenmit  Hilfe  dieser 
Hyperbel  soll  hier  übergangen  werden.  Alsidjzi  behandelt  im  Anschluß 
daran  fünf  von  Albirüni  gestellte  Aufgaben,  die  sich  alle  auf  die  Tri- 
sektion  eines  Winkels  und  auf  seine  Methode,  sie  zu  vollziehen,  zurück- 
führen lassen.  Doch  auch  auf  diese  gehen  wir  hier  nicht  weiter  ein. 
Es  soll  nur  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  durch  Omar  Alkhay- 
YAMi  die  Lösung  jeder  kubischen  Gleichung  durch  Kegelschnitte  gelehrt 
wurde,  und  daß  damit  und  bei  der  großen  Gewandtheit  der  Araber  im 
Zurückführen  ihrer  Probleme  auf  Gleichungen  insbesondere  auch  die 
Trisektion  mit  Hilfe  von  Kegelschnitten  im  Prinzip  vollkommen  erledigt 
war.  Beispiele  dieser  Behandlung  lernten  wir  in  §  9  kennen,  und  die 
dort  besprochene  Gleichung  x^  +  a  =  hx  isi  ja  im  Grunde  nichts  weiter 
als  die  Trisektionsgleichung  selbst. 

§  18.    Die  VerwendTing  der  Parabel  durch  Descartes. 

Franciscus  Yieta  hatte  in  dem  Supplementum  Geometriae  (1593) 
die  wichtige  Erkenntnis  ausgesprochen,  daß  jedes  geometrische 
Problem,  das  auf  eine  Gleichung  dritten  oder  vierten  Grades 
führt,  auf  eine  der  beiden  Fundamentaloperationen  derEin- 
schiebung  zweier  mittleren  Proportionalen  zwischen  zwei 
bekannten  Größen  oder  der  Dreiteilung  eines  gegebenen 
Winkels  hinauskomme.  Zu  demselben  Schlüsse  führten  die  Unter- 
suchungen Rene  Descartes'  in  seiner  berühmten  Geometrie  (1637).  Aber 
während  Vieta  zur  Behandlung  der  beiden  Fundamentaloperationen  sich 
in  der  Hauptsache  der  Methode  der  Alten  bediente,  ohne  es  allerdings 
z.  T.  selbst  zu  ahnen,  gelang  Descartes  der  Nachweis,  daß  man  auch  mit 
Hilfe  einer  Parabel  zu  demselben  Ziel  gelangen  könne.  Zum  Zwecke 
der  Winkeldreiteilung  verfährt  er  dabei  folgendermaßen  (Fig.  108).  Um 
den  Scheitel  A  des  Winkels  BÄC  ist  der  Kreis  mit  dem  Radius  1  ge- 
schlagen, AD  und  AE  sind  die  Trisektionsstrahlen;  ferner  sind  die 
Sehnen  BC=s  und  BB  =  DE  =  EC  =  z,  sowie  die  Strecke  DFW  EA 
gezogen.    Dann  sieht  man  zunächst,  daß 

AABD  -  ABDG  ~  ADFG 

ist,  woraus  man  die  Folgerung  zieht: 

BA:BD  =  BD:DG  =  DG:GF 

oder 

1:2  =  0:DG  =  DG:GF 
oder 

DG  =  z',      GF=s\ 

Andrerseits  ergibt  die  Figur: 

{BG-Fa)-h  DE  +  EC  =  s 
oder 

SBD  -  FG==s. 
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Setzt  man  hier  die  Werte  für  BD  und  FG  ein,  so  erhält  man  für 
BB  die  Bestimmungsgleicliung: 

?>0  —  s^  =  s 
oder 
(1)  z^=?>s-s. 

Diese  Gleichung,  die  übrigens  mit  der  von  Vieta  schon  benutzten 
trigonometrischen  Trisektionsgleichung  bis  auf  das  Vorzeichen  von  s 
identisch  ist,  wie  aus  §  12 
hervorgeht,  gilt  es,  geo- 
metrisch zu  lösen.  Descartes 
unternimmt  es  mit  Hilfe 
der  Parabel 

y'^  =  X. 


Pig.  108.  i'ig.  109. 

Er  bringt  sie  zum  Schnitt  mit  einem  durch  den  Anfangspunkt  gelegten 
Kreise 

x'^+y^-2ax-2hy  =  Q, 

so  daß  für  die  Schnittpunkte  beider  Kurven  die  Beziehung 

2,4_^^2_2a^2_  26^  =  0 

bestehen  muß.  Sondert  man  zunächst  die  den  Scheitel  der  Parabel 
ergebende  triviale  Lösung  «/  =  0  ab,  so  bleibt  für  die  anderen  drei 
Schnittpunkte 

y^-y(2a-l)-2l  =  0 

übrig,  und  man  sieht,  daß  für 

(2) 


a  =  2,     &  = 


diese  Gleichung  mit  (1)  identisch  wird.  Beschreibt  man  also  den  an- 
gegebenen durch  den  Scheitel  der  Parabel  gehenden  Kreis  um  den 
Mittelpunkt  a  =  2,  &  =  —  |-»  so  sind  die  von  0  verschiedenen  Ordinaten 
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seiner  Sclmittpunkte  mit  ihr  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1),  also  die 
gesuchten  Trisektionssehnen  (Fig.  109).  Dabei  dient  die  kleinste  (y^) 
zur  Trisektion  von  3cp,  die  mittlere  (y^)  von  360^  —  Sgp  und  die 
größte  (1/3)  von  360  °  +  3  qp. 

Diese  Parabel  hat,  und  darin  gleicht  sie  der  einen  Hyperbel  des 
Pappus,  den  Vorzug,  daß  sie  nicht  für  jeden  Winkel  neu  konstruiert  zu 
werden  braucht,  sondern  immer  benutzt  werden  kann,  solange  man  die 
ihr  zugrunde  gelegte  Einheitsstrecke  auch  als  Radius  für  den  um  den 
Scheitel  des  Winkels  beschriebenen  Kreis  verwendet. 

Eine  Besprechung  und  Erweiterung  der  allgemeinen  Parabelmethode 
von  Descartes  gab  Edm.  Halley  in  der  Abhandlung:  De  Constructione 
Problematum  solidorum  sive  Aequationum  tertiae  vel  quartae  potestatis 
unica  data  Parabola  ac  Circulo  efficienda;  dissertatiuncula.  Phil.  Trans. 
N.  188,  p.  335. 

§  19.  Die  Kegelschnittmethode  Newtons. 

Die  bisher  besprochenen  Kegelschnittmethoden  setzten  ganz  spe- 
zielle Kegelschnitte  voraus  oder  machten  für  jede  neue  Winkelteilung: 
die  Neuzeichnung  des  betreffenden  Kegelschnitts  erforderlich.  Die  Frage 
nun,  ob  die  beiden  Fundamentalaufgaben  Vietas,  das  Einschieben  zweier 
mittlerer  Proportionalen  und  die  Dreiteilung  eines  Winkels  nicht  mit 
Hilfe  beliebig  gegebener  Kegelschnitte  gelöst  werden  könnten,, 
wurde  zum  ersten  Male  eingehend  behandelt  von  Ken:^  Franqois  de. 
Sluse  (1622 — 85)  in  einer  Mesolabum  betitelten,  1659  erschienenen 
Schrift.   In  genialer  Weise  diskutierte  sodann  Isaac  Newton  das  ganze 
Problem  der  Konstruierbarkeit  der  kubischen  und  biquadratischen  Glei- 
chungen in  dem  letzten  Abschnitt  seiner  Arithmetica  universalis 
(1707),  dem  er  die  Überschrift:  Appendix  de  aequationum  constructione 
lineari  gab.   Hier  tritt  der  Verfasser  zunächst  einem  durch  die  analy- 
tische Geometrie  entstandenen  Vorurteil  gegenüber  lebhaft  dafür  ein,, 
daß  nicht  der  Grad  der  Gleichung  einer  Kurve,  sondern  die  Leichtig- 
keit ihrer  Zeichnung  für  ihre  geometrische  Verwendbarkeit  maßgebend 
sei.  Dementsprechend  ist  es  nicht  selbstverständlich,  daß  man  bei  den 
kubischen  Problemen,  wo  Zirkel  und  Lineal  versagen,  einfach  zu  den 
Kegelschnitten  seine  Zuflucht  nimmt,  nur  weil  diese  durch  Gleichungen 
von  derselben  Ordnung  wie  der  Kreis  dargestellt  werden,  sondern  es 
sind  ihnen  zweifellos  Kurven  wie  die  Konchoide,  die  leichter  zu  zeichnen 
sind,  vorzuziehen.  Sollen  aber  durchaus  Kegelschnitte  angewandt  wer- 
den, so  gebührt  der  Ellipse  eine  bevorzugte  Stellung  unter  ihnen,  „da 
sie  dem  Kreis  am  nächsten  kommt  und  am  leichtesten  gezeichnet  wer- 
den kann".  Newton  setzt  eine  solche  Methode,  mit  Hilfe  der  Ellipse 
kubische  Gleichungen  zu  konstruieren,  auseinander  und  bemerkt,  daß 
das  Verfahren  sich  ohne  weiteres  auf  die  andern  Kegelschnitte  über- 
tragen lasse.  Die  ganze  Art  seiner  Untersuchungen  führt  dabei  zu  demi 
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Schlüsse,  daß  man  die  Kegelschnitte  ganz  beliebig  wählen  darf,  wo- 
mit eine  allgemeine  Lösung  des  schon  von  de  Sluse  behandelten  Pro- 
blems gegeben  war. 

Folgen   wir  dem  Gedankengange  Newtons.    Den  Ausgangspunkt 
bildet  die  Gleichung 


(1) 


px^  +  qx  -\-  r, 


zu  der  als  spezieller  Fall  auch  die  Trisektionsgleichung 

(2)  x^  =  3x  —  s 

gehört,  die  auf  genau  dieselbe  Weise  wie  bei  Descartes  abgeleitet  wird. 
Um  die  Gleichung  (1)  geometrisch  zu  lösen,  wählt  man  auf  einer  be- 
liebigen Geraden  (Fig.  110)  zwei  gleichgerichtete  Strecken  ^C  und.ßjE' 

und  konstruiert  ihre  mittlere  Proportionale  JBD. 

Man   bezeichnet  BC  mit  n  und  trägt  auf  der 

Geraden  BÄ  =  —   ab,   und  zwar  in  der  Rich- 

tung  nach  C  oder  nach  der  entgegengesetzten 
Seite,  je  nachdem  q<0  oder  g'>Oist.  Jetzt 
errichtet  man  auf  der  Geraden  in  Ä  die 
Senkrechte  und  macht  auf  ihr  ÄF  =  FG  =  p, 

FJ  =  —2  und  bestimmt  H  gemäß  der  Proportion 

FH :  FJ=  BC  :  BE.  Dabei  haben  FH  und  FJ  dieselbe  oder  entgegen- 
gesetzte Richtung  wie  FG,  je  nachdem  p  und  r  gleiches  oder  verschiedenes 
Vorzeichen  besitzen.  Durch  Ziehen  von  Parallelen  erhält  man  die  Parallelo- 
gramme JACK  und  HAEL.  Um  K  beschreibt  man  den  Kreis  mit 
Radius  KG  und  auf  HL  bestimmt  man  den  Punkt  B  gemäß  der  Propor- 
tion HR  :  HL  =  BD  :  BE.  Endlich  zieht  man  die  Gerade  durch  G 
und  R,  die  das  in  E  zu  AE  konstruierte  Lot  im  Punkte  S  trifft,  und 
läßt  nun  die  Strecke  BS  sich  so  bewegen,  daß  ihre  Endpunkte  immer 
auf  HL  und  auf  dem  Lot  in  E  bleiben.  G  beschreibt  alsdann  eine  Ellipse 
mit  dem  Mittelpunkte  L  und  den  Halbachsen  GS  und  GB.  Sind  y  die 
Schnittpunkte  dieser  Ellipse  mit  dem  Kreis  und  yX  die  von  y  auf  AE 

gefällten  Lote,  so  repräsentieren  die  Strecken  -^yX  die  Wurzeln  der 

Gleichung  (1).  Von  diesen  sind  im  Falle  r  >  0  die  positiv,  welche  in 
der  Richtung  FJ  liegen,  die  anderen  negativ,  dagegen  umgekehrt  im 
Falle  r  <  0. 

Der  Beweis  geschieht  mit  Hilfe  der  folgenden  vier  aus  den  Eigen- 
schaften der  Figur  von  Newton  einzeln  abgeleiteten  Hilfssätze: 

yX^-2AJ-yX  +  2AG'FJ 


AX'    =^.yZ2 


L      2AX-AC-AX' 
IL      2AE-AX     ....  ^„ 

FH 

in.      AX :  {yX  -  2AF)  =  yX :  2BG 

IV.     2FJ :  {AX  -  2 AB)  =  AX  :  {yX 


FJ 
FH 


AHyX-\-2AGFJ 


AG)  =  yX  :  2BC. 
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Denn  aus  IV  folgt  durch  Erweitern  der  linken  Seite  mit  2BC: 
yX :  2BC  =  {2BC  ■  2FJ)  :  2BC  {AX  - 2 AB) 

=     ABGFJ    :(2BC-AX-4BG-AB). 
Bildet  man  die  Produktengleichurig  von  III^  so  findet  man  andrerseits: 

2BG'AX  =  yX^  -  2AF-yX, 
sodaß  durch  Einsetzen  dieses  Ausdrucks  in  die  vorige  Gleichung  die  neue 

yX  :  2BC^4:BC-FJ  :  {yX^-  2AF-yX  -  4:BC-AB) 
entsteht.  Hierzu  lautet  die  Produktengleichung 

yX'-  2AF'yX'^~4.BC-AB-yX  =  8BC'-FJ, 
und  diese  geht  für  die  bei  der  Konstruktion  verwandten  Werte 
AF  =  p,     BG  =  n,     AB  =  ^,    FJ  =  -, 

und  für  ^      ^ 

yX  =  2x 

über  in  .  q  o   ,  , 

X^  =  'gx"  -{.  gx  -{■  r, 

welches  die  Ausgangsgleichung  war. 

Soll  an  Stelle  der  Ellipse  eine  Hyperbel  verwandt  werden,  so 
wähle  man  BG  und  BF  einander  entgegengesetzt  und  bestimme  die 
Punkte  A,  F,  0,  J,  H,  K,  L  und  B  wie  früher,  doch  so,  daß  FU  und  FJ 
entgegengesetzt  sind,  daß  ferner^!?  nicht  ani HL,  sondern  auf ^J nach 
beiden  Seiten  von  H  zu  bestimmen  ist,  und  daß  an  Stelle  der  Geraden 
GRS  zwei  andere  von  L  aus  nach  den  beiden  Punkten  B  gezogen 
werden.  Mit  diesen  Geraden  LB  als  Asymptoten  zeichnet  man  die  Hy- 
perbel durch  G  und  bestimmt  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kreis  K{KG). 
Die  Hälften  der  von  diesen  Schnittpunkten  auf  AF  gefällten  Lote  wer- 
den dann  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sein. 

Soll  endlich  eine  Parabel  zur  Lösung  dienen,  so  hat  man  zu  be- 
denken, daß  E  ins  Unendliche  rückt  und  daß  daher  jff  mit  i^  zusammen- 
fallen wird.  Die  Parabel  hat  also  die  Achse  HL  und  den  Parameter  BG, 
geht  durch  G  und  A  und  hat  ihren  Scheitel  nach  der  Seite  von  F,  nach 
der  B  von  G  aus  liegt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  treten  wir  jetzt  der  Frage  näher,  in- 
wiefern nach  dem  Verfahren  Newtons  ganz  beliebige  Kegelschnitte  zur 
Lösung  der  kubischen  Gleichungen,  also  insbesondere  auch  zur  Trisek- 
tion  eines  Winkels  angewandt  werden  können. 

Wir  erinnern  uns,  daß  GPh  =  h  und  GS  =  a  die  Halbachsen  der 
Ellipse  waren.  Aus  den  Konstruktionsvorschriften  ermitteln  wir  also 
für  die  Ellipse  die  Gleichung 

a  ~  GS  ~HL~  BE~  V  BE 
oder 

^Q\  ^^ BG         Parameter 

^^  a"'  ^  BE  ^  GroßeAchse* 

Mitzschcrling:  Problem  der  Kreistoilung  7 
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Andrerseits  gilt  für  die  Hyperbel,  falls  mit  2(p  der  Winkel  zwischen 

den  beiden  Asymptoten  bezeicbnet  wird,  der  Konstruktion  zufolge  die 

Relation  „^ 

,  HB       0 

tang9P  =  ^  =  -, 

und  daher  muß  auch  für  die  Hyperbel  die  Gleichung  (3)  erfüllt  sein. 
Für  die  Parabel  ist  einfach  BG  der  Parameter.  Da  nun  Ellipse  und 
Hyperbel  durch  das  Verhältnis  Parameter :  Große  Achse  der  Gestalt  nach 
bestimmt  sind,  die  Parabel  durch  den  Parameter  sogar  völlig  gegeben 
ist,  und  da  die  entsprechenden  Größen  JBC  und  BE  von  Anfang  an  ganz 
beliebig  gewählt  werden  konnten,  so  ist  klar,  daß  wirklich  jeder  belie- 
bige Kegelschnitt  zu  der  beschriebenen  Konstruktion  dienen  kann. 

Newton  führt  dies  noch  etwas  weiter  aus,  indem  er  die  oben  ge- 
gebene Vorschrift  in  der  folgenden  Weise  umgestaltet.  Um  die  Glei- 
chung (1)  zu  konstruieren,  bestimme  zwei  Strecken  BG  und  BE  auf 
einer  Geraden,  nach  derselben  Richtung,  wenn  der  Kegelschnitt  eine 
Ellipse,  nach  entgegengesetzter  Richtung,  wenn  er  eine  Hyperbel  ist. 

Es  sei  aber  „„        t^ 

B  C         Parameter 


BJE       Große  Achse 

9' 


Setze  nun  BG  =  n  und  trage  auf  der  Geraden  BÄ  =—  ab,  und  zwar 

in  der  Richtung  nach  G  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite,  je  nach- 
dem q  <iO  oder  g  >  0  ist.  Errichte  in  Ä  auf  der  Geraden  die  Senk- 


rechte AJ  und  mache  auf  ihr  ÄF  =  FG  =  p,  FJ  =  —^-    Es  soll  aber 


w 


FJ  mit  FG  gleich-  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sein,  je  nachdem  p 
und  r  dasselbe  Vorzeichen  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Als- 
dann bestimme  H  gemäß  der  Proportion 

FH:FJ^BG:BE 

und  gib  FH  die  Richtung  von  FJ,  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse, 
die  entgegengesetzte  Richtung,  wenn  er  eine  Hyperbel  ist.  Vervollstän- 
dige die  Parallelogramme  JAGK  und  HAEL  und  übertrage  alle  diese 
Linien  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt,  oder  was  dasselbe  ist,  super- 
poniere  ihnen  die  gegebene  Kurve,  so  daß  ihre  Hauptachse  mit  LH  und 
ihr  Zentrum  mit  L  zusammenfällt.  Hiernach  ziehe  die  Geraden  KL  und 
GL,  welch  letztere  den  Kegelschnitt  in  g  schneidet.  Auf  LK  bestimme 

^  ^'''  ^^^  Lh:LK  =  Lg:  LG, 

und  beschreibe  den  Kreis  Ti{kg).  Von  seinen  Schnittpunkten  y  mit  der 
Kurve  fälle  die  Lote  yT  auf  LH  und  bestimme  TY  gegen  y  hin  so,  daß 

TY:Ty  =  LG:Lg, 

Die  TY  schneiden  die  Gerade  AB  in  X,  und  es  werden  die  Strecken 

—  Xy  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  repräsentieren.  Von  diesen  sind 
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im  Falle  r  >  0  die,  die  in  der  Richtung  FJ  liegen,  positiv,  die  andern 
negativ,  dagegen  umgekehrt  im  Falle  r  <  0. 

Ist  aber  eine  Parabel  gegeben,  so  nimm  BC  gleich  ihrem  Para- 
meter. Dann  bestimme  die  Punkte  A,  F,  G,  J,  K  wie  zuvor,  beschreibe  den 
Kreis  K{KO)  und  zeichne  die  Parabel  ein,  so  daß  sie  durch  A  und  G 
geht  und  ihre  Achse  durch  F  parallel  mit  AC  läuft.  Dabei  muß  ihr 
Scheitel  nach  der  Seite  von  F  liegen,  nach  der  B  von  C  aus  liegt.  Hier- 
nach sind  die  Hälften  der  von  den  Schnittpunkten  des  Kreises  mit  der 
Parabel  auf  BG  gefällten  Lote  die  Wurzeln  der  zu  konstruierenden 
Gleichung.  —  Für  den  Parameter  n  =  2  und  ^  =  0  ist  dies  dieselbe 
Konstruktion,  die  Descartes  in  seiner  Geometrie  lehrt  (vgl.  §  18). 

Zum  Schluß  erörtern  wir  noch  die  Bedeutung  von  n.  Diese  Größe 
war  bisher  noch  ganz  willkürlich  gelassen.  Newton  benutzt  sie,  um  die 
Formeln  durch  spezielle  Wahl  von  n  zu  vereinfachen  und  für  die  Kon- 
struktion bequemer  zu  gestalten.  So  könnte  man  z.  B.  für  die  Trisek- 
tionsgleichung  (2) 

n  =  s 
festsetzen,  dann  würde 

BG  =  s,    AB=^,    FJ  =  -- 

'  s  s 

zu  machen  sein  usw. 

§  20.  Die  gleichseitige  Hyperbel  bei  modernen  Geometern. 

In  Klügels  Mathematischem  Wörterbuch  (1803 — 36)  wird  die 
Trisektion  mit  Hilfe  des  Kreises  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel  voll- 
zogen, zu  der  man  auf  analytischem  Wege  geführt  wird.  Dasselbe  Ver- 
fahren referiert  Nicolaus  Fialkowski  in  seiner  „Teilung  des  Winkels 
und  des  Kreises"  (1860).  Es  ist  bemerkenswert,  daß  diese  Hyperbel 
identisch  ist  mit  der,  auf  deren  geometrische  Eigenschaften  Michel 
Chasles')  (1793 — 1880)  die  Trisektion  gründete.  Ebenso  wichtig  aber 
ist  die  geometrische  Erzeugung,  die  J.  Tietz^)  1858  von  ihr  gab  und 
die  zeigt,  daß  sie  auch  zur  Lösung  der  Einschiebungsmethoden  des 
Akchimedes  und  des  Campanus  geeignet  ist  (§  14).  Wir  folgen  hier  dem 
von  Tietz  eingeschlagenen  Wege,  da  wir  auf  diese  Weise  die  Eigen- 
schaften der  in  Rede  stehenden  Hyperbel  am  besten  kennen  lernen 
werden. 

Es  seien  p  und  g  die  Asymptoten  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
(Fig.  111),  P  und  P'  die  Endpunkte  eines  beliebigen  Durchmessers  der- 
selben, DR  und  P'Ä  die  Parallelen  durch  P  und  P'  zxx  p.  Man  ziehe 


1)  Apercu   historique    sur   l'origine   et   le   developpement  des  methodes  en 
g^om^trie.     1837. 

2)  Rein  geometrische  Auflösung  der  Aufgabe  von  der  Dreiteilung  des  Winkels. 
Grunerts  Archiv  30,  S.  114. 
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eine  beliebige  GteradeÄS  durch  P  und  ferner  durcb  ihren  Schnittpunkt  Q 
mit  der  Hyperbel  die  Gerade  P'B.   Wir  beweisen  zunächst,  daß  immer 

PS  =  F'R 
sein  muß. 

Sind  nämlich  m,  n  die  Koordinaten  von  P,  xy  die  Koordinaten  von 
Q  in  bezug  auf  die  Asymptoten,  und  ist  HQ  ||  p  gezogen,  so  ist  für  alle 
Punkte  Q  der  Hyperbel 

(1) 


und  daher  auch 


M'Vi  =  X'y 
m(n  —  y)  =  y{x  —  m) 

m  :  (x  —  m)  =  y:(n  —  y). 

Setzt  man  aus  der  Figur  die  ent- 
sprechenden Strecken  ein,  so  erhält 
man  die  Proportion 

DPiEQ^FQ:  EP 

=  FB:EQ, 

und  hieraus  folgt 

(3)  FB  =  DP  =  m. 

Aus  (1)  kann  man  aber  auch  die 
Folgerung  ziehen 

m  (n -\- y)  =  y  {x -\-  m) 
oder 

(4)  m'.{x-\-m)  =  y:{n-\-y) 

Andrerseits  findet  man  aus  der  Figur 

GQ'.HQ  =  GG:P'H 
oder 

(5)  GQ:{x  +  m)  =  y:{n  +  y), 
weshalb 

(6)  GQ  =  GF=-m 

sein  muß.   (3)  und  (6)  zusammengenommen  ergeben  nunmehr 

CF^BF, 
und  daher  muß  auch  CQ  =  BQ,  P' Q  ==  8Q,  PQ  =  RQ  und  endlich 

(7)  P'B  =  SP 

sein. 

Die  hiermit  nachgewiesene  geometrische  Eigentümlichkeit  gibt  uns 
ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Hyperbel  auf  einfachste  Weise  entstehen 
zu  lassen.  Man  wähle  auf  zwei  parallelen  Geraden  die  Punkte  P  und  P' 


Mg.  111. 


Die  UntersucliTmgeii  von  Tietz 


101 


und  halbiere  ikre  Verbindungslinie  in  0.  Durch  0  lege  man  p  parallel 
zu  den  beiden  Geraden  und  q  senkrecht  zu  p.  Schließlich  ziehe  man  be- 
liebige Strecken  FS  und  bestimme  zu  jeder  den  Punkt  B  so,  daß 

F'B  =  SF 

wird.  Der  Schnittpunkt  Q  dieser  Strecken  ist  dann  stets  ein  Punkt  der 
gleichseitigen  Hyperbel,  die  p  und  c[  als  Asymptoten  und  DF'OD  als 
Potenz  besitzt. 

Soll  nun  ein  Winkel  MFN  =  «  triseziert  werden  (Fig.  112),  so 
schlage  man  um  den 
Scheitel  F  einen  be- 
liebigen Kreis,  der  die 
Schenkel  in  M  und  N 
treffe.  Man  verlängere 
MF  über  F  bis  zum 
Schnittpunkt  P'  mit 
dem  Kreis,  ziehe  F' N 
und  durch  F  und  den 
Mittelpunkt  0  von 
F' F  die  Parallelen 
znF'N.  Die  Parallele 
durch  0  ist  p,  und 
wir  ziehen  zu  ihr 
senkrecht  q  durch  0, 
Nun  zeichne  man  etwa 
nach  der  soeben  be- 
schriebenen Methode 
die  durch  F  und  F' 
gehende  gleichseitige  Hyperbel  mit  den  Asymptoten  p,  q.  Sie  schneidet 
den  Kreis  außer  in  F'  noch  in  den  drei  Punkten  Qi,  Q^,  Q3,  und  es  wird  be- 
hauptet, daß  diese  die  gesuchten  Trisektionspunkte  seien.  Legt 
man  nämlich  durch  F  und  F'  die  in  Q^  sich  schneidenden  Strecken  P/S^ 
und  F'B^,  entsprechend  durch  ^2  und  Q^  die  Strecken  FS^  und  F'B^, 
bzw.  FS^  und  F'  B^,  so  dürfen  wir  aus  dem  oben  gefundenen  Lehrsatz 
die  Gleichungen  ableiten: 

FS,  =  F'B„    FS,==F'B„    FS,  =  F'Bs 
woraus  weiter 

AQi  =  FQ„    B,Q,^FQ„    B,Q,  =  FQ, 
Q^Fi^  =  Q^B^=  Q^B^  =  Kreisradius 

folgt.  Damit  haben  wir  aber  eine  genaue  Übereinstimmung  mit  der 
Figur  91  nachgewiesen,  d.h.  durch  unsere  Hyperbel  wird  die  voll- 
ständige Trisektion  des  vorgelegten  Winkels  nach  der  Me- 
thode des  Abchimedes  erreicht  (S.  82). 


Fig.  112. 


oder 
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Zeichnet  man  PT  senkrecht  zu  P'N,  wodurcli  P'B^  in  U  getroffen 
wird,  so  wird  APQiU  gleichschenklig,  und  daher  ist  auch  U Q^  gleich 
dem  Kreisradius.  Damit  ist  auch  die  Übereinstimmung  mit  der  Figur  92, 
die  nach  der  Methode  des  Campanus  entworfen  war,  deutlich  gemacht, 
und  wenn  man  jetzt  bedenkt,  daß  URj^  =  2  •  PP'  ist,  so  finden  wir 
schließlich  auch  dieEinschiebungsmethodedes  Pappus  hier  wieder. 
Wir  kommen  nun  zu  der  Hyperbel  von  Chasles,  die,  wie  wir  zu 
Beginn  dieses  Paragraphen  erwähnten,  mit  der  soeben  besprochenen 

Hyperbel  identisch  ist.  Legt  man 
nämlich  in  P'  die  Tangente  t 
an  den  Kreis  (Fig.  113)  und 
errichtet  in  P  die  Senkrechte  s 
zu  PN,  so  ist 

^  NP't  ==Q  =  BPs, 

und  daher  muß  nach  den  Unter- 
suchungen von  Tietz  für  alle 
Punkte  Q  der  Hyperbel  die  Be- 
ziehung 

^sPQ  =  ^tP'Q 

gelten.  Wir  haben  demnach  die 
folgende  von  Chasles  angegebene 
Konstruktion  der  gleichseitigen 
Hyperbel: 

In  dem  Endpunkt  P'  einer 
beliebig  gegebenen  Strecke  PP' 
ist  die  Senkrechte  PH  und  in  dem  andern  Endpunkt  P  eine  beliebige  Gre- 
rade  Ps  gezogen  (Fig.  114).  Um  P  und  P'  lasse  man  zwei  Strahlen  in 
entgegengesetztem  Sinne  und  mit  gleicher  Geschwindigkeit  rotieren,  so 
daß  immer  <^  QPs  =  ^  QP'  t  bleibt.  Der  Schnittpunkt  Q  der  beiden 
Strahlen  beschreibt  alsdann  die  Hyperbel  von  Chasles. 

Zeichnet  man  jetzt  den  Kreis  um  P  mit  Radius  PP'  und  trifft  er 
die  Hyperbel  in  den  Punkten  Q^,  Q^,  Q^,  so  ist 

^^iPP'  =  2.^g,P'^ 

(Sehnentangentenwinkel),  und  daher  auch 

^Q,PP'  =  2^^sPQ„ 

d.h.  die  Hyperbel  von  Chasles  triseziert  den  Winkel  sPP'.  Entspre- 
chendes gilt  für  Q^  und  ^3. 

Dasselbe  Resultat  leitet  man  auch  aus  Fig.  113  ab.  Hier  war  nach 
Tietz 

<^  NPQ,  =  ^  und  somit  ^sPQ,  =  90«  -  |- 


rig.113. 
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Da  aber  q  =  90'-~  ist,  so  wird  <^  P'Fs  =  900+2^  =  270"  -  a, 
und  somit  haben  wir  wieder 

^sPQ.^-^^P'Ps     oder     ^Q,PP'  =  2--^sPQ^. 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  daß  auch  die  Hyperbel  von  Al- 
siDJzi  keine  andere  ist  als  die  hier  besprochene.  Der  ganze  Unterschied 
der  Methoden  besteht  nur  in  der  Erzeugungsweise  der  Hyperbel  und  in 
der  Auswahl  des  zu  trisezierenden  Winkels.  Nennen  wir  den  von  Tietz 
benutzten  Winkel  a,  so  fanden 
wir  soeben,  daß  man  nach 
Chasles  mit  derselben  Hyper- 
bel den  Winkel  270°  —  a 
triseziert.  Die  Methode  von 
Alsidjzi  aber  führt  einfach  zu 
dem  Nebenwinkel  von  a,  und 
zwar  in  der  Weise,  daß  man 
in  Fig.  112  nur  NP  über  N 
bis  zum  Schnittpunkt  N'  mit 
dem  Kreis  zu  verlängern 
braucht,  um  in  N '  PM  den  von 
Alsidjzi  benutzten  Winkel  zu 
erhalten.  Verlängert  man  in 
Fig.ll3sP rückwärts  bis  s',  so 
wird  durch  PQ^  der  Winkel 
P' Ps'  triseziert.  Das  ist  der 
Winkel,  den  Wilhelm  Panzeebieteb,^)  benutzt;  nennen  wir  ihn /3  und  ziehen 
durch  0  die  Hauptachse  der  Hyperbel,  so  ist  der  Winkel  zwischen  dieser 

Achse  und  OP'  =  -—'  Daher  gibt  Panzerbieter  folgendes  Verfahren  an, 

durch  das  die  Trisektion  eines  beliebigen  Winkels  ß  mit  Hilfe 
einer  beliebigen  gleichseitigen  Hyperbel  erreicht  werden  kann. 
Man  trage  im  Mittelpunkte  0  der  Hyperbel  an  die  Hauptachse  den 

Winkel  ^  an,  wodurch  man  den  Durchmesser  P'OP  erhält,  und  schlage 

um  P  den  Kreis  mit  Radius  PP'.  Dieser  trifft  die  Hyperbel  in  den  ge- 
suchten Punkten  QuQ^fQs,  die  <^  s' PP'  =  ß  trisezieren.  Man  sieht,  daß 
man  diese  Konstruktion  auch  für  die  Methode  von  Tietz  oder  von 
Chasles  gebrauchen  kann.  Indessen  findet  man  bei  Tietz  die  Lage  des 
Durchmessers  P'OP  bequemer  dadurch,  daß  man  die  Hälfte  des  beliebig 

gegebenen  Winkels  a,  also  — ;  an  die  Asymptote  p  in  0  anträgt. 


Fig.  lU. 


1)  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  II 10,  S,  333. 
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§  21.  Die  Trisektion  mittelst  Ibeliebiger  Kegelsclmitte 
nach  Panzerlbieter  nnd  Gtlaser. 

Den  Ausgangspunkt    der  Untersucliungen  Panzerbieters    bildet, 
wie  schon  im  §  16  angegeben  wurde,  die  Hyperbel 

Bezieben  wir  uns  wieder  auf  Figur  106  und  setzen  MN  =  h,  so  sind 
also  die  Schnittpunkte  der  Hyperbel 

(1)  3^2_^2_3^2 

und  des  Kreises 

(2)  x^+y^-ax  +  2'by  =  2a^ 

die  Trisektionspunkte  des  zu  ^  AMC  ==  a  gehörigen  Kreisbogens. 
Diese  Schnittpunkte  B,  B^,  B^  liegen  zusammen  mit  A  aber  auch  noch 
auf  anderen  speziellen  Kegelschnitten,  die  man  durch  Kombination  der 
Gleichungen  (1)  und  (2)  erhalten  kann.  Multipliziert  man  nämlich  (1) 
und  (2)  mit  gewissen  Zahlgrößen  und  bildet  die  Summe  oder  Differenz 
der  Gleichungen,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden,  von  Panzerbieter  in 
seiner  3.  Abhandlung^)  verwandten  Kegelschnitten: 

(4)  6a;2  + 2i/2-3aa;  +  6&^  =  9a2 

und  zu  drei  entsprechenden,  deren  Achsen  auf  denen  der  angegebenen 
senkrecht  stehen.  Gleichung  (3)  stellt  eine  Parabel  dar  mit  dem  Para- 
meter —  ihre  Achse  ist  parallel  der  i/- Achse,  und  ihr  Scheitel  hat  die 
Koordinaten  -^  und  -^'  Die  Gleichung  (4) aber  bedeutet  eine  Ellipse 
mit  der  Exzentrizität  s  =  y  -w  und  den  Mittelpunktskoordinaten—  und 
ihre   Hauptachse  ist  ebenfalls   der  i/- Achse  parallel.     Soll  die 

Parabel  zur  Trisektion  des  Winkels  a  dienen,  so  hat  man  nur  dafür 
zu  sorgen,  daß  der  um  den  Scheitel  M  von  a  zu  schlagende  Kreis  eine 
Sehne  AG  bestimmt,  die  von  der  Halbierungslinie  des  Winkels  a  ge- 
rade das  Stück  MN=h=  dem  doppelten  Parameter  der  gegebenen 
Parabel  abschneidet.     Alsdann  verschiebt  man  die  Achse  der  Parabel 

auf  der  Parallelen  zu  Jf  JN^im  Abstände  ^AN  (oder  |  von  der  y-Achsej, 

bis  die  Kurve  durch  A  geht,  worauf  die  übrigen  drei  Schnittpunkte  mit 


1)  Dreiteilungjedes  "Winkels  mittelst  fester  Kegelschnitte.  Archiv  II.  11.  1892. 
S.  349.  408. 
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dem  Kreis  die  gesuchten  Trisektionspunkte  sind.  —  Etwas  umständlicher 
ist  die  Anwendung  der  Ellipse  £  =  1/"S"*  Berechnet  man  zunächst 
die  Länge  der  Halbachsen,  so  ergibt  sich  für  die  kleine  Halbachse 


und  für  die  große  Halbachse 


r^-V[\^)'+{y^r 


5  t     / — 

Die  kleine  Halbachse  bildet  hiernach  mit  —  a  und  -^y?>  ein  rechtwinkliges 

Dreieck,  in  dem  sie  selbst  Hypotenuse  ist.  Geht  man  also  von  einem 
gegebenen  Winkel  a  aus  und  er- 
mittelt irgend  zwei  zusammen- 
gehörige Werte  3  a  und&,  so  findet 
man  mit  Hilfe  des  eben  angegebenen 
rechtwinkligen  Dreiecks  die  Länge 
der  zugehörigen  kleinen  Ellipsen - 
halbachse.  Dieses  Dreieck  hat 
man  offenbar  nur  in  ein  ähnliches 
zu  verwandeln,  das  die  wirkliche 
Länge  der  kleinen  Halbachse  der 
gegebenen  Ellipse  als  Hypotenuse 
hat;  aus  seinen  Katheten  kann  man 
dann  leicht  die  zu  dieser  Ellipse 
gehörigen  Werte  von  3  a  und  h 
ermitteln  und  nun  in  analoger 
Weise  wie  bei  der  Parabel  die  Kon- 
struktion zu  Ende  führen. 

Zu  den  drei  der  Betrachtung  unterworfenen  Kegelschnitten  fügen 
wir  jetzt  die  korrespondierenden  für  denNebenwinkeU.'illf  C  =  180°— a 
(Fig.  115)  hinzu,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  sie  alle  drei  durch  A' 
gehen;  die  Trisektionspunkte  sind  dann  B',Bl,B2.  Ihre  Gleichungen 
werden  identisch  mit  den  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  sein,  wenn  wir  sie 
auf  ein  entsprechendes  Koordinatensystem  mit  dem  Anfangspunkt  auf 
Ä'G  beziehen  und  die  Bedeutung  von  Sa  und  h  vertauschen.  Denkt 
man  sich  aber  C3I  rückwärts  bis  D  auf  dem  Kreis  verlängert  und  MD 
in  W  und  MW  in  ü  halbiert  und  transformiert  nun  beide  EUipsen- 
gleichungen  auf  ein  dem  System  xy  paralleles  System  ^rj  mit  dem  An- 
fangspunkt in  ü,  die  beiden  Parabelgleichungen  auf  ein  ebensolches 
System  i,' rj'  mit  dem  Anfangspunkt  in  TF  und  endlich  die  beiden 
Hyperbelgleichungen  auf  ein  System  ^"rj"  mit  dem  Anfangspunkt  in 
Z),  so  erhält  man: 


Pig.  115. 
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1.  Gruppe  (-^  a). 

(7)  r-^r+^'=^^^^ 

(9)  |"2-2ra-^V''+4&V'  =  l&' 


2.  Gruppe  (-^  180°  -  a). 

(6)  |^  +  ^|  +  3r-2^  = ^4 

/o\     t2  ,   ^(^i-t       b     I       27a*  +  8&^ 

(8)VH^r-2V  = 1^ 

(10)  V"-  jW  -j^"^  +  2a|"  =  Sal 


Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  entsprechender  Kurven  beider 
Gruppen  genügen  den  Gleichungen,  die  man  durcli  Addition  und  Sub- 
traktion aus  den  Kurvengleichungen  ableiten  kann.  Für  die  Schnitt- 
punkte der  Ellipsen  ist 

(11)        |H>/^  =  ^(9a^+4&^)     und     (12)    (l  -  ¥)' =  (^  - 1)', 

für  die  Schnittpunkte  der  Parabeln: 

(13)      r^+V^'  =  ^(9a^+4&^)     und     (14)  (1'-^)'  =  (V- 1)' 

und  für  die  Schnittpunkte  der  Hyperbeln: 

(15)     r'2+ ,^"2  =  1(9^2+ 4&2)     und     (16)  (|"-^)'=(7;"-&)2. 

Diese  Gleichungen  bedeuten  Kreise  und  Geradenpaare.  Die  Geraden- 
paare sind  miteinander  identisch,  sie  gehen  durch  M  und  halbieren  die 
Winkel  zwischen  den  beiden  Achsenrichtungen.  Zeichnet  man  SS' 
durch  M  senkrecht  auf  ÄÄ',  so  kann  man  auch  sagen,  daß  die  beiden 
Geraden  die  Winkel  CMS  =  QO^'  -  a  und  CMS'  =  90»  +  a  halbieren. 

Da  ferner  9a' +  4¥  =  ÄÄ'^^  =  Ar' 

ist,  so  bedeutet  (11)  einen  Kreis  um  U  mit  dem  Radius 


(13)  einen  Kreis  um   W  mit  dem  Radius 

und  (15)  einen  Kreis  um  D  mit  dem  Radius 

Zeichnet  man  also  den  Durchmesser  CD'  senkrecht  zu  CD,  so  gehen 
alle  drei  Kreise  durch  den  Punkt  C,  und  wir  können  mit  Panzerbieter 
den  folgenden  interessanten  Lehrsatz  aussprechen: 

„Sind  CD  und  CD'  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Durchmesser 

eines  Kreises  If,  ist  i!lf?7=|lfX>  und  M  W=  ^MD,  schlägt  man  um  U,  W 

und  D  die  Kreise  mit  den  Radien  ÜC,  WC,  DC  und  legt  man  durch 


Die  Untersuchungen  von  Panzerbieter  und  von  Glaser 


107 


M  einen  beliebigen  dritten  Durcbmesser  ÄÄ',  welcher  mit  CD  die 
Winkel  cc  und  180^  —  a  bildet,  so  schneiden  die  Halbierungslinien  der 
Winkel  90°  —  a  und  90°  +  a  und  ihre  Verlängerungen  durch  M 

1.  den  Kreis  um  ü  in  den  vier  Punkten  ^i,  Z^,,  ?3,  ^4,  durch  welche  zwei 

Trisektionsellipsen  ( ^  =  T/t  )' 

2.  den  Kreis  um  W  in  den  vier  Punkten  ^1,  p,, ^3,  P4,  durch  welche 
zwei  Trisektionsparabeln, 

3.  den  Kreis  um  D  in  den  vier  Punkten  \,  \,  \,  h^,  durch  welche 
zwei  Trisektionshyperbeln  (s  =  2) 

der  Winkel  a  und  180° — a  bestimmt  sind.  Die  Gruppe  I  der  ge- 
nannten Kegelschnitte  geht  durch  J.  und  die  Trisektionspunkte^^jBj^^g, 
die  andere  Gruppe  II  durch  A'  und  die 
Trisektionspunkte  B',Bi,Bi" 

Angeregt  durch  diese  Untersuchungen 
Panzerbieters  stellte  sich  Stefan  Glasee  ^) 
die  Aufgabe,  die  sämtlichen  Kurven  zwei- 
ten Grades,  die  durch  die  drei  Trisektions- 
punkte eines  gegebenen  Kreisbogens  und 
durch  einen  seiner  Endpunkte  hindurch- 
gehen, einer  eingehenden  Betrachtung 
zu  unterwerfen,  „in  der  Absicht,  dadurch 
zu  einer  allgemeinen  Lösung  des  Pro- 
blems zu  gelangen.  In  der  Tat  ist  es  gelungen,  auf  diesem  Wege  nach- 
zuweisen, daß  jede  beliebig  gegebene  feste  Kurve  zweiten 
Grades  zur  Trisektion  des  Winkels  benutzt  werden  kann". 

Gegeben  sei  der  Kreis  um  M  mit  dem  Radius  r  und  auf  seiner 
Peripherie  die  drei  Punkte  Pi,P2,P3,  die  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden 
(Fig.  116).  Nehmen  wir  M  als  Koordinatenanfang,  MP^  als  ic- Achse 
und  senkrecht  dazu  die  2/ -Achse  an,  so  lautet  die  Gleichung  eines  be- 
liebigen Kegelschnittes  durch  P^,  P^jP.^: 


Mg.  116. 


(17) 


a^^x^+  2a^^^xy  +  a^^if —^-{a^-^^—  a^.)  x  +  ra^^y 


-  Y  («11  +  «22)  =  0. 

Diese  Kurve  schneidet  den  Kreis  noch  in  einem  vierten  Punkte  P^, 
den  man  leicht  aus  (17)  erhält,  wenn  man  Polarkoordinaten  einführt; 
seine  Amplitude  (p  bestimmt  sich  aus 


(18) 


tang  -  =  - 

°  2       a. 


2  a, 


1)  Über  die  Trisektion  des  Winkels  mittelst  beliebiger  fester  Kegelschnitte. 
Archiv  II.  12.  S.  397.  1893. 
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Für  die  weitere  Untersucliuiig  schließen  wir  nun  zunächst  die  Pa- 
rabeln aus  und  betrachten  nur 

Mittelpunktskurven  a^^a^z  —  «12  H=  ^^ 

Da  der  Neigungswinkel  a  der  Kurvenachse  gegen  die  ic- Achse  der 
bekannten  Gleichung 

taug  2a  = ^^— 


genügt,  so  ergibt  ein  Vergleich  mit  (18),  daß 

(19)  «=1 

sein  muß.     Das  heißt: 

Sämtliche  Mittelpunktskurven  durch  P^,  P^,  P^,  P^  haben 
ein  und  dieselbe  Achsenrichtung. 

Macht  manferner  ^Pi-Mö  =  |j  also  ^P^MQ  =  -^^  so  erkennt 

man,  daß  die  Richtung  der  Kurvenachsen  den  Winkel  -^  halbiert,  MP^ 

ihn  aber  triseziert. 

Es  soll  jetzt  das  Achsensystem  xi)  parallel  in  die  Lage  i,ri  ver- 
schoben und  der  Kurvenmittelpunkt  als  Anfangspunkt  gewählt  werden. 
Die  Gleichung  (17)  wird  dadurch  umgeformt  in 

(20)  a,,r  -f  2a,,U  -f  a^,^2_|^-—^i--J(3a,i  +  a^^)'-  12<], 
und  die  Koordinaten  des  Kreismittelpunktes  M  werden 


9 l    («ll-a22)«22+l«12 

'0  A 


(21) 


d-,  ■,    da  a    Oj-t 


—  JL.L  *^*ii  ~  "22)  «12  +  2aii_ai 
''?o  ~  "1"  A 


4  a^^a^^—a^^^ 

sein.     Die  Konstanten,  von  denen  diese  Gleichungen  abhängen,  sind 

^^-  und  ^-  Da  aber  die  letztere  nach  (18)  durch  ^  und  tang-J  aus- 
«11  «11  ^  «11  2 

gedrückt  werden  kann,  so  bleibt  in  Wirklichkeit  nur  noch  -^  übrig. 

Ö  ?  «11  ° 

Eliminiert  man  diese  aus  den  Gleichungen  (21),  so  bekommt  man  Auf- 
schluß über  den  geometrischen  Ort  der  Kreismittelpunkte,  die  bei  ge- 

gebenen  9?  und  r  zu  den  sämtlichen  Mittelpunktskurven,  die  —  trisezieren 
sollen,  gehören.  Man  findet  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Achsen- 
richtung um  45°  gegen  die  unserer  Trisektionskurven  geneigt  ist,  und 
deren  Mittelpunktsgleichung  sich  auf  die  Form 

(22)  Y'-X'  =  f^Bm'^ 

bringen  läßt. 
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Wir  transformieren  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  weiter,   indem 

wir  die  Actsen  |  rj  um  den  Winkel  j  drehen,  also  die  Kurvenachsen  als 

Koordinatenaclisen  j^  zugrunde  legen.  Die  Transformation  ergibt  die 
Kurvengleichung 

(23)        f+u-t)'  =  ^[u(u  +  3)2  cos-^  X  +  (^^*  + 1)'  «^^'  x] 

und  als  Koordinaten  des  Kreismittelpunktes 

worin  unter  u  der  Wert 

(25)  U  = ^ 

zu  verstehen  ist.   Diese  Gleichungen  lassen  erkennen,  daß  bei  gegebenem 

Kegelschnitt  (  — )  zu  jedem  Winkel  -^  die  Koordinaten  des  Kreismittel- 

punktes  und  der  Radius  r  ermittelt  werden  können,  daß  also  jede 
Mittelpunktskurve  zweiten  Grades  zur  Trisektion  verwendet 
werden  kann.  Hat  man  den  Kreismittelpunkt  konstruiert,  so  braucht 
man  durch  ihn  nur  eine  Parallele  zur  Hauptachse  der  gegebenen  Kurve 

3  d» 
ZU  ziehen  und  an  diese  nach  beiden  Seiten  den  Winkel  —  anzutragen. 

Kurve  und  Kreis  schneiden  sich  dann  in  den  vier  Punkten  P^,P^,P^, P^ 

derart,  daß  die  ersten  drei  die  Trisektionspunkte  des  Winkels  —  bilden, 

während  P^  gleichzeitig  auf  dem  einen  Schenkel  von  -~  liegen  muß. 

Aus  dem  letzteren  Grunde  ist  die  Ermittelung  des  Kreisradius  außer- 
ordentlich bequem,  denn  sobald  der  Kreismittelpunkt  konstruiert  und 

der  Winkel  — ^  angetragen  ist,  hat  man  P^  und  damit  auch  r  =  MP^. 
Die    verschiedenen   Kreismittelpunkte,    die  bei   einer    gegebenen 
Mittelpunktskurve  beliebigen  Winkeln  -^  entsprechen,  bilden  einen  geo- 
metrischen Ort.     Setzt  man  z.  B.  die  Ellipse 

als  Trisektionskurve  voraus,  so  ergibt  die  Identifizierung  mit  (23),  daß 

u  =^ri,  und  daher 
6* 
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«2 («2  -I-  8l^y  cos2  ^  +  &*(3aH&^)2  sin«  ^ 

I  .  r  «2  —  &«    .     3qp 

sein  wird.  Hieraus  schließt  man ,  daß  der  geometrisclie  Ort  von  M(j_q'^^ 
die  Ellipse 

?0  1 % __    -1 

"r  (-J,  /„2      i,s\  -1  2        ■•■ 


La*  +  3ö*  J         L  3aH&'  J 
sein  muß.    Ähnlicli  erhält  man  bei  der  Hyperbel 


a 


aus  (23)  zunächst  u=  —  T2'  woraus  dann  weiter 


.2_. 


a«  («^  -  3  h^f  cos«  ^  -  &« (3a«-  &2)«  sin«  ^ 
4  4 

r  a*4-  &«         3qp 
Eo  =  -4-^cos- 

r  a«  -{-  ö«    .     3qp 

gefolgert  werden  kann.     Als  geometrischen  Ort  der  Kreismittelpunkte 
aber  liefern  diese  Gleichungen  die  Hyperbel 


La2-3&«  J         L  3a«-&«  J 


die  im  Falle  a  =  &  die  besondere  Gestalt  j^—  t)^=  a^  annimmt,  also  mit 
der  Trisektionskurve  zusammenfällt,  im  Falle  &^=  3a^  dagegen  in  das 

Geradenpaar  Jo  =  ±  "^  ausartet,  ein  Ergebnis,  das  uns  schon  von  früher 

her  bekannt  ist  (s.  §  16).  Setzt  man  nun  voraus,  daß  die  geometrischen 
Örter  konstruiert  sind,  was  jedenfalls  auf  elementarem  Wege  geschehen 
kann,  und  bedenkt,  daß  der  Radiusvektor  nach  M  leicht  aus 

tang^==-^  =  +  -,tang^ 

gefunden  werden  kann,  so  ist  damit  die  Trisektion  jedes  beliebigen 
Winkels  auf  wenige  elementare  Operationen  zurückgeführt. 

Nachdem  so  die  Verwendbarkeit  der  Mittelpunktskurven  zweiten 
Grades  zur  Trisektion  dargetan   worden  ist,  wenden  wir  uns  zu  den 


Verwendung  von  Kurven  ohne  Mittelpunkt  nach  Glaser 

Kurven  olme  Mittelpunkt  a^  «22  ~  ^12^  ==  ^• 

Die  Bedingung 
(26)  «11  «22— ^12^=  ö 

in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (18)  ergibt  zunäcbst 
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(27)    I. 


«11      cotg^f 


O/ta   


COt£ 


oder  IL 


^22  =  «ntang2| 


(28) 


«i2  =  aiitang  -• 

Durch  diese  Werte  nimmt  die  Kurven  gleicbung  (17)  die  Gestalt  an 

1.  X-  sm^  -Y  —  xy  sm.  ir -\-  y^  cos''  v  +  tt  ^  cos  -^  —  —  wsm-^  — s-=^ 

[IL  X- cos^ ^ -^ xy smj  +  y^  sm^- — -a;cos~  +  Y^sin-J  — — =  0^ 


und  man  erkennt,  daß  in  beiden  Fällen  eine  Drehung  des  Achsensystems 
um  denjenigen  Winkel  -il^,  der  das  Verschwinden  des  Koeffizienten  von 
xy  bewirkt,  zu  dem  Resultat 

(29) 


^      4 


führt.  Das  heißt:  Die  Richtung  der  Parabelachsen  stimmt  mit 
der  der  Mittelpunktskurven  überein.  Führt  man  noch  eine  Pa- 
rallelverschiebung des  Koordinatensystems  nach  der  Drehung  aus  und 
bestimmt  die  Scheitelgleichung  der  Parabeln,  so  findet  man 

3g) 


(30)    L  ^2=_|cos^E  IL    f=-^,m~-ft) 

und  als  zugehörige  Koordinaten  des  Kreismittelpunktes  M: 


(31)     L 


8  -{-  sin' 


3qp 


h 


t)o 


iqp 


IL 


V  .  3q) 
—  Sin-^- 
4  4 


h 


t)o  = 


V         Sqp 
4^°^X 


8  -\-  cos' 


3qp 
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Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  den  analogen  Schluß  ziehen, 
wie  aus  (23)  und  (24),  daß  nämlich  jede  beliebige  Parabel  zur  Tri- 

Sektion  jedes  Winkels-^-benutzt  werden  darf.   Der  geometrische 

Ort  für  die  Kreismittelpunkte  bei  fest  gegebener  Parabel 

t)^=  —  2p^     oder    j^^  — 2gt) 

ist  wieder  eine  Parabel 

W'  =  -9i5£o-fi>'    oder    h^  =  -^q%-jq^ 
doch  stellt  sich  seine  Benutzung  hier  als  überflüssig  heraus 
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Übergelien  wir  die  einzelnen  von  Stefan  Glaser  angegebenen  Kon- 
struktionsvorscliriften,  die  z.  T.  mit  denen  von  Panzerbieter  identisch 
sind,  so  bleibt  als  Hauptresultat  der  Satz,  daß  jede  beliebig  gegebene 
Kurye  zweiten  Grades  zur  Trisektion  eines  beliebigen  Win- 
kels verwendet  werden  kann.^) 

§  22.  Elementare  Lösung  der  Probleme  dritten  nnd  vierten  Grades 
mit  Hilfe  eines  festen  Kegelsclinittes. 

Der  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  ausgesprochene  Lehrsatz 
ist  eine  Spezialisierung  des  schon  von  Newton  bewiesenen  allgemeineren^ 
daß  jede  kubische  oder  biquadratische  Gleichung  mit  Hilfe  beliebig  ge- 
gebener Kegelschnitte  konstruiert  werden  kann  (§  19).  Das  letztere 
Problem  wurde  im  Jahre  1868  durch  eine  Preisaufgabe  der  Berliner 
Akademie  der  Wissenschaften  von  neuem  zur  Behandlung  gestellt,  da 
es  noch  an  der  Feststellung  der  zur  konstruktiven  Lösung  der  genannten 
Gleichungen  erforderlichen  und  ausreichenden  fundamentalen  Hilfsmittel, 
sowie  an  den  Methoden  zur  systematischen  Benutzung  dieser  Hilfsmittel 
fehle.  Man  dachte  dabei  an  eine  analoge  Untersuchung,  wie  sie  Jakob 
Steiner  an  den  Aufgaben  zweiten  Grades  vorgenommen  hatte,  wobei  er 
ja  zu  dem  berühmten  Resultat  gelangt  war,  daß  sich  alle  Aufgaben 
zweiten  Grades  mit  dem  Lineal  allein  bewältigen  lassen,  wenn  in  der 
Zeichenebene  ein  einziger  fester  Kreis  mit  Mittelpunkt  gezeichnet  vor- 
liegt (§  4).  In  der  Tat  führten  die  beiden  preisgekrönten  Arbeiten  von 
Hermann  Kortum^)  und  von  Stephen  Smith^)  übereinstimmend  zu  dem 
bemerkenswerten,  dem  Steinerschen  ähnlichen  Ergebnis,  daß  jedes  ku- 
bische oder  biquadratische  Problem  mit  Zirkel  und  Lineal 
erledigt  werden  kann,  wenn  in  der  Zeichenebene  irgendein 
vom  Kreis  verschiedener  fester  Kegelschnitt  ein  für  allemal 
gegeben  ist.  Im  folgenden  soll  kurz  der  Gedankengang  Kortums  beim 
Beweis  dieses  Satzes  referiert  werden. 

Die  geometrische  Lösung  von  Problemen,  die  algebraisch  auf  Glei- 
chungen dritten  oder  vierten  Grades  führen,  kann,  wie  schon  den  Griechen 
und  Arabern  bekannt  war,  durch  Konstruktion  der  Schnittpunkte  von 
Kegelschnitten  geschehen,  die  jedenfalls  nicht  alle  auf  Kreise  reduziert 
werden  können.  Da  nun  jeder  Kegelschnitt  durch  fünf  reelle  Punkte  er- 
setzt werden  kann,  so  formuliert  Kortum  mit  Rücksicht  auf  Newtons 
Untersuchungsmethode  in  der  Arithmetica  universalis  seine  Aufgabe  in 
folgender  Weise: 

1)  Vgl.  auch  die  Untersuchung  der  Anwendbarkeit  der  Kegelschnitte  bei 
Emil  Oekinghads,  Trigonometrische  Auflösung  biquadratischer  Gleichungen  in 
geometrischer  Darstellung.    Archiv  70.    S.  133.    1884. 

2)  Über  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vierten  Grades.  Zwei  Abhand- 
lungen aus  dem  Gebiete  der  neueren  Geometrie.     Bonn  1869. 

3)  Memoire  sur  quelques  problemes  cubiques  et  biquadratiques.  Annali  de 
matematica.  U  3. 
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„Wenn  ein  gezeichnet  vorliegender  Kegelschnitt  A  und  zwei 
Gruppen  ahcde  und  a^h^Cid^ej^  von  je  fünf  Punkten  gegeben  sind, 
so  sollen  die  Schnittpunkte  der  durch  diese  Gruppen  bestimmten 
Kegelschnitte  K  und  K^  mit  Hilfe  des  Lineals,  des  Zirkels  und 
des  ein  für  allemal  gezeichnet  vorliegenden  Kegelschnittes  Ä  ge- 
funden werden." 

Man  denke  sich  zunächst  zwei  aufeinander  liegende,  in  kollinearer 
Beziehung  zueinander  stehende  Ebenen  S  und  S'.  Die  KoUineation  kann 
dann  immer  so  eingerichtet  werden,  daß  den  Punkten  des  in  S  gelegenen 
Kegelschnittes  K^ahcde)  die  des  in  S'  gelegenen  Kegelschnittes  J.  ent- 
sprechen. Gehört  nun  K^(a.J)^Cidie^)  ebenfalls  zu  dem  System  ä,  so  kann 
man  zu  den  Punkten  aj)^c^d^e^  in  S  die  entsprechenden  a^h^ C-l dl e^ 
in  /S'  konstruieren,  um  dadurch  einen  zweiten  Kegelschnitt  Ä^'  in  ;S' 
zu  erhalten.  Wenn  es  jetzt  möglich  ist,  die  Schnittpunkte  von  Kl  mit 
A  zu  bestimmen,  so  kann  man  wieder  rückwärts  zu  diesen  die  entspre- 
chenden Punkte  in  B  ermitteln,  die  dann  sowohl  auf  dem  Kl  als  auf  dem 
dem  A  entsprechenden  Kegelschnitt  liegen,  d.  h.  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte von  JL  und  K^  vorstellen  müssen. 

Da  man  zur  Ausführung  der  genannten  Operationen  nur  das  Lineal 
nötig  hat,  so  ist  die  gestellte  Aufgabe  reduziert  auf  die  folgende: 

„Mit  Hilfe  des  Lineals  und  Zirkels  die  Schnitte  eines  durch 
fünf  Punkte  ahcde  gegebenen  Kegelschnittes  K  mit  einem  ge- 
zeichnet vorliegenden  andern  Kegelschnitt  A  zu  finden." 
A  und  K  schneiden  sich  in  vier  Punkten.  Da  durch  diese  vier 
Punkte  ein  ganzes  Kegelschnittbüschel  (^-S")  gelegt  werden  kann,  so 
wäre  es  denkbar,  daß  zu  diesem  auch  ein  Kreis  gehörte.  Es  käme  dann 
nur  noch  darauf  an,  diesen  Kreis  zu  konstruieren.  Indessen  tritt  dieser 
günstige  Fall  nur  dann  ein,  wenn  die  Mittelpunktskurve  des  Büschels 
{AJL^  eine  gleichseitige  Hyperbel^)  ist,  und  man  wird  daher  in  allen 
andern  Fällen  versuchen  müssen,  zwei  Ebenen  S  und  jS"  kollinear  auf- 
einander zu  beziehen,  derart,  daß  A  dabei  sich  selbst  entspricht,  während 
der  zu  K  gehörige  Kegelschnitt  K.^  mit  A  in  S^  ein  neues  Büschel  be- 
stimmt, das  nun  seinerseits  einen  Kreis  enthält.  Die  einfachste  KoUi- 
neation, die  hier  in  Betracht  kommen  kann,  ist  die  Affinität.  Kortum 
zeigt,  daß  diese  Verwandtschaft  immer  ohne  weiteres  herbeigeführt  wer- 
den kann,  wenn  die  Mittelpunktskurve  des  Büschels  {AK)  eine  Hyperbel 
ist,  daß  sie  aber  auch  in  den  andern  Fällen  ermöglicht  werden  kann, 
wenn  zwischen  8  und  /S'  ein  drittes  System  ä"  mit  einem  Kegelschnitt 
X"  eingeschoben  wird,  das  mit  S  involutorisch  kollinear  und  mit  ä'  in- 
volutorisch  affin  ist.  Der  Kreis,  zu  dem  man  durch  Herstellung  der  an- 
gedeuteten Verwandtschaft  gelangt,  liefert  nun  als  Schnittpunkte  mit^ 
die  das  Büschel  {AK^)  bestimmenden  Punkte  der  Ebene  5".    Geht  man 

1)  Vgl.  Steiner,  Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe.  Journal  für  Mathe- 
matik 2,  S.  64. 
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aber  von  diesen  rückwärts  wieder  auf  das  System  S  zurück,  so  ent- 
sprechen  ihnen  die  Punkte  der  Ebene  S,  die  zugleich  auf  Ä  und  K 
liegen,  also  die  gesuchten  Schnittpunkte  sind. 

Es  bleibt  nun  nur  noch  die  Konstruktion  des  Kreises  selbst  übrig. 
Nach  dem  Satz  von  Stukm:  „Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  schnei- 
den eine  beliebige  Gerade  in  Punktepaaren  einer  Involution",  wird  das 
Büschel  {ÄK')  auch  auf  den  Geraden  d'  a',  d'  V.  d'  c'  je  eine  Involution  be- 
stimmen. Es  seien  ajSy  die  zugehörigen  Mittelpunkte  dieser  Involutionen. 
Es  ist  dann  leicht  zu  zeigen,  daß  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises 
auf  der  Senkrechten  liegen  muß,  die  man  vom  Mittelpunkte  X  des  durch 
h'dd'  gehenden  Kreises  auf  die  Gerade  ßy  fällen  kann,  daß  er  ebenso 
auf  der  vom  Mittelpunkte  ft  des  Kreises  c'a'  d'  nach  ya  und  auf  der  vom 
Mittelpunkte  v  des  Kreises  a'h'd'  nach  aß  gezogenen  Senkrechten  liegen 
muß,  d.  h.  daß  er  sich  als  der  gemeinsame  Schnittpunkt  dieser  drei  Senk- 
rechten ergeben  muß.  Da  außerdem  der  gesuchte  Kreis  mit  dem  Kreise 
d'c'd'  die  Gerade  ßy,  mit  dem  Kreise  c'a' d'  die  Gerade  ya  und  mit  dem 
Kreise  a'h'd'  die  Gerade  ccß  zur  Potenzlinie  besitzt,  so  ist  damit  der 
Weg  zu  seiner  Konstruktion  vollständig  vorgeschrieben.  Stellt  sich  da- 
bei heraus,  daß  er  imaginär  wird,  oder  aber,  daß  er  mit  A  keinen  Schnitt- 
punkt gemeinsam  hat,  so  können  auch  A  und  K  keine  reellen  Schnitt- 
punkte besitzen.  In  diesem  letzteren  Falle  sind  besondere  Konstruk- 
tionen erforderlich,  die  hier  übergangen  werden  sollen. 

4.  Verwendung  yon  Kuryen  höheren  Grades  zur  Trisektion, 

§  23.  Begriff  nnd  Anzahl  der  Trisektrixkurven. 

Als  Trisektions kurve  kann  man  jede  Kurve  bezeichnen,  mit 
deren  Hilfe  das  Problem  der  Trisektion  eines  Winkels  gelöst  werden 
kann.  In  diesem  ganz  allgemeinen  Sinne  ist  jeder  Kegelschnitt  und,  wie 
sich  herausstellen  wird,  jede  rationale  Kurve  dritter  Ordnung,  ebenso 
aber  auch  eine  große  Menge  Kurven  höherer  Ordnung  und  transzen- 
denter Kurven  zu  der  Kategorie  der  Trisektionskurven  zu  rechnen.  In- 
dessen macht  es  einen  großen  Unterschied,  ob  man  eine  Kurve  nur 
zur  Trisektion  verwenden  kann,  oder  ob  sie  sich  in  besonderer  Weise 
zur  Lösung  dieses  Problems  eignet.  Unter  Trisektrixkurven  im  eigent- 
lichen Sinne  wird  man  also  die  Kurven  zu  verstehen  haben,  mit  deren 
Hilfe  man  einen  beliebigen  Winkel  auf  möglichst  einfache  Weise  tri- 
sezieren  kann.  Aber  auch  unter  diesen  haben  wir  für  unsere  gegen- 
wärtige Darstellung  nur  solche  zu  berücksichtigen,  die  sich  nicht  eben- 
sogut für  irgendeine  beliebige  andere  Winkelteilung  verwenden  lassen, 
wie  z.  B.  die  Quadratrixkurven  oder  die  Spiralen,  Jede  Kurve,  deren  man 
sich  zur  w- Teilung  eines  Winkels  bedienen  kann,  oder,  wie  man  sagt, 
jede  Sektrixkurve  ist  natürlich  zugleich  eine  Trisektrixkurve.  Da 
aber  die  Sektrixkurven  in  einem  besonderen  Kapitel  behandelt  werden 
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müssen,  so  haben  wir  es  also  hier  nur  mit  solchen  Trisektionskurven 
zu  tun,  die  eben  ihrer  Natur  nach  nur  zur  Trisektion  verwendet  wer- 
den können. 

§  24.  Die  Trisektrix  von  Maclanrin. 

Die  bekannteste  Trisektrix  ist  die  von  Colin  Maclaurin^)  (1698 
bis  1746).  Sie  findet  sich  zum  ersten  Male  in  seinem  großen  Werk 
„Treatise  of  fluxions"  (1742)  und  hat  in  Cartesischen  Koordinaten  die 
Gleichung  (Fig.  117): 

(a;2  +  ^/)rr  =  y  (3;r2-^2)_ 

Um  sie  geometrisch  zu  konstruieren, 
kann  man  um  einen  Punkt  Jlf  einen  Kreis  mit 
Radius  r  schlagen,  einen  Durchmesser  AB 
und  zu  AM  die  Mittelsenkrechte  CD  ziehen. 
Wenn  man  dann  von -4.  beliebige  Strahlen 
AE  ausgehen  läßt  und  die  durch  CD  auf 
diesen  abgeschnittenen  Strecken  AF  von  E 
aus  auf  demselben  Strahl  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  abträgt,  so  erhält  man 
lauter  Punkte  der  Trisektrix  von  Maclaurin. 
Unter  ihren  zahlreichen  geometrischen 
Eigenschaften    steht    diejenige    an    erster  rig.  ii7. 

Stelle,  die  ihr  den  Namen  gegeben  hat.  Verbindet  man  nämlich  die 
Punkte  F  und  P  mit  dem  Kreismittelpunkt  M,  so  ist  einerseits 

AF  =  MF, 

andrerseits  aber  ergibt  die  Definition  der  Kurve,  daß  auch 

MF=MP 
sein  muß.  Aus  den  so  entstehenden  gleichschenkligen  Dreiecken  folgt,  daß 

'^FAM  =  ^^PFM  =  ~^PMB 

Oflpr 

^PMB=?,-^FAB 

beträgt.  Bringt  man  also  irgendeinen  Winkel  a  in  die  Lage  des  Winkels 
PMB,  verbindet  den  Schnittpunkt  P  seines  freien  Schenkels  und  der 
Maclaurinschen  Trisektrix  mit  dem  Punkte  A  und  zieht  durch  M  die 
Parallele  Me  zu  AP,  so  wird  der  Winkel  a  durch  Me  triseziert  Dank 
ihrer  einfachen  geometrischen  Erzeugungsweise  ist  es  leicht,  sich  ein 
Modell  der  Trisektrix  herzustellen,  entweder  auf  durchsichtigem  Papier 
oder  auf  auszuschneidendem  Kartonpapier,  um  damit  praktische  Tei- 
lungen auszuführen.  Ihre  mechanische  Erzeugung  ist  in  §  40  angegeben. 

1)  G.  LoRiA,  Spezielle  algebraische  und  transzendente  ebene  Kurven.  Deutsche 
Ausgabe  von  Fritz  Schütte.  1902.  S.  81.  —  H,  Brocard,  Notes  de  Bibliogr.  des 
courbes  geometriques.     Bar-le-Duc  1897 — 99. 
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Fig.  118. 


§  25.  Die  Trisektrix  von  Catalan. 

Nicht  ganz  so  einfacli  als  die  Konstruktion  der  Maclaurinschen 
Trisektrix  ist  die  einer  andern  Dreiteilungskurve,  die  nacli  ihrem  Ent- 
decker Eugen  Catalan  (1832)  benannt  worden  ist.^)  Man  zeichnet 
(Fig.  118)  zwei  Gerade  l  und  x,  die  in  ihrem  Schnittpunkt  L  aufein- 
ander senkrecht  stehen.  Auf  x  wählt  man  einen  Punkt  F  und  setzt 
ZjF  =  p.  Ferner  zeichnet  man  beliebige  Senkrechte  AB  zu  x  und  be- 
stimmt die  Punkte  B  derart,  daß  immer  FB  =  ÄL  wird.   Trägt  man 

dann  noch  FC  =  ÄL  auf  ic 
nach  entgegengesetzter 
Richtung  ab,  zieht  BC  und 
bestimmt  den  Schnitt- 
punkt B'  dieses  Strahles 
mit  dem  Lot  zu  BF  in  F, 
so  ist  der  Ort  des  vierten 
Eckpunktes  D  des  durch 
BFD'  bestimmten  Recht- 
ecks die  Trisektrix  von 
Catalan.  Aus  der  Kon- 
struktion erkennt  man, 
daß  diese  Kurve  aufs  eng- 
ste mit  der  Parabel  zu- 
sammenhängt, denn  der  Ort  des  Punktes  B  ist  eine  Parabel  vom  Parameter 
2p,  mit  dem  Brennpunkt  F,  der  Leitlinie  l  und  der  Normalen  BG.  Dem- 
zufolge wird  die  Gleichung  der  Trisektrix  aus  der  Parabelgleichung  ab- 
geleitet werden  können,  und  man  wird  für  sie  in  einem  rechtwinkligen 
System  mit  dem  Anfangspunkt  F  den  Ausdruck 

21-p-{x'-  +  y')==2{x-{-2py 
finden.  Da  nun  FC  =  FB  gemacht  war,  so  haben  wir 

^FCB  =  ^FBC, 
und  da  das  Viereck  BFD'D  ein  Rechteck  sein  sollte,  so  ist  weiter 

^FBC='^DFB. 
Wenn  man  also  -^  BFC  mit  d-  und  <^  BFC  mit  co  bezeichnet,  so  ist 

^  FCB  =  ^  FBC  =  -^  DFB  =  0^  -  ra 

und  daher 

<^  BFC  =  -O-  =  180»  -  2 (#  -  (d) 

oder 

2('9'-a3)=  ISO^-'Ö'. 

Dies  ergibt  in  der  Figur  die  Beziehung 
2-^BFD  =  ^LFB 

1)  Journal  de  math.  spec.  II  4,  1885,  S.  229—33.  Loria,  Ebene  Kurven,  S.  86. 
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und  daraus  folgt,  daß  der  Winkel  LFD  durch  BF  triseziert  wird. 
Wenn  man  also  die  Trisektrix  von  Catalan  zur  Trisektion  eines  Win- 
kels a  benutzen  will,  so  wird  man  diesen  Winkel  in  die  Lage  LFD  zu 
bringen  und  über  FD  einen  Halbkreis  zu  schlagen  haben.  Dieser  be- 
stimmt auf  der  Parabel  den  Punkt  B  und  damit  den  gesuchten  Trisek- 
tionsstrahl  BF. 

§  2Q.  Die  Trisektrix  von  Longchamps, 

Die  Trisektrix  von  Guido  de  Longchamps^),  nach  ihrer  Gestalt  auch 
Trefle  equilateraP)  oder  Tricratere  regolare^)  genannt,  entsteht, 
wenn  man  zwei  Punkte  C  und  D  die 
Peripherie  eines  Kreises  M  von  den 
Endpunkten  A  und  B  eines  Durch- 
messers ausgehend  in  entgegenge- 
setztem Sinne  durchlaufen  läßt  und 
dabei  dem  einen,  etwa  C,  die  dop- 
pelte Winkelgeschwindigkeit  des  an- 
dern erteilt;  der  Schnittpunkt  P  der 
Tangenten  in  C  und  D  beschreibt 
dann  die  Trisektrix  (Fig.  119).  Man 
verbindet  nun  einen  Punkt  P  dieser 
Trisektrix  mit  M  und  bezeichnet 
den  Winkel,  den  PM,  oder  dessen 
Verlängerung  über  M  hinaus,  mit 

der  Richtung  MB  bildet,  durch  a>,  Pig.  119. 

wobei  03   von  MB  aus  gegen  die 

Richtung  des  Uhrzeigers  gezählt  wird  und  nicht  größer  werden  soll  als 
180°.  Bezeichnet  man  ferner  den  im  Sinne  des  Uhrzeigers  gezählten 
Winkel  AMC  mit  2s  und  der  Definition  der  Kurve  entsprechend  den 
im  entgegengesetzten  Sinne  gezählten  Winkel  BMD  mit  s,  so  ist,  wie 
aus  der  Figur  ersichtlich, 

<^  BMC  =  ^  BMD  =  G>-£, 

und  somit  folgt  aus  -^D MC  die  Beziehung 

2o5  —  2s  =  n  —  3s 
oder 

s  =  7t  —  2  (O, 

woraus  sich  durch  Einsetzen  in  die  erste  Gleichung 

^PMD  =  3a-3t 

1)  G.  DE  Longchamps,  Sur  nne  trisectrice  remarquable.   Mafchesis  VIII.    1888. 
LoBiA,  Ebene  Kurven,  S.  87. 

2)  AsTOR,  Nouv.  Ann.  III  14.  1894.  S.  385. 

3)  Bellavitis,  Mem.  de  la  Soc.  Ital.  delle  Scienze  III  3.  1879. 
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ergibt.    Da  -^PMC  ebenso  groß  ist,  kann  man  die  Gleichung  dieser 

Trisektrix  zu 

X {x^  —  3^/^)  -{-  r  (x^  +  ^^)  =  0 

finden.  Da  nun  in  diesem  Falle  ^  PMD  =  3  ra  —  ä  ist,  so  wird  man  durcb 
rückwärtiges  Verlängern  von  DM  den  Winkel 

^PMQ  =  3co 

erhalten  und  erkennen,  daß  dieser  Winkel  durch  MB  triseziert  wird. 
Da  man  das  Dreieck  PMD  immer  konstruieren,  also  PM  bestimmen 
kann,  so  ist  ein  Winkel  a  =  PMQ  leicht  in  die  richtige  Lage  zu  bringen, 
so  daß  er  durch  MB  triseziert  werden  kann. 

Die  Beziehung  <^  PMD  =  3  co  —  jr  gilt  nur  für  den  in  der  Figur 
betrachteten  Kurvenzweig.  Läßt  man  nämlich  o  von  0°  an  wachsen,  so 
wird  P  zunächst  auf  der  rückwärtigen  Verlängerung  des  freien  Schenkels 
von  m  liegen,  bei  30°  auf  den  freien  Schenkel  übergehen  usw.  Dem- 
nach wird  sich  auch  der  Wert  von  DMP  auf  verschiedene  Art  ergeben, 
wie  aus  folgender  Tabelle  ersichtlich  ist,  die  uns  auch  durch  Angabe 
der  Werte  für  s  zeigt,  auf  welchem  der  sechs  Kurvenzweige  dieser 
Trisektrix  jedesmal  der  Punkt  P  liegt. 

CO  =  0  «  .  .  30  « 60  « 90  ^ 120  *> 150  « 180" 

3a)  =  0  ^  .  90  " 180  0 270  " 360  » 450  « 540" 

<^PMD       Sco     ISO^-Sco       3ß)-180»        SÖO^-Sco         3(b-360»        540«-3cö 

£  =  180«..  120» 60« [ggQO 300" 240» ISO» 

§  27.    Die  Strophoide. 

Der  zweite  Lehrsatz  des  Abül  Rihan  ALBiRum  (S.  87)  besagte, 
daß  der  Winkel  FÄE  (Fig.  100)  triseziert  sei,  wenn  die  Sehne  FD  mit 
dem  Sehnenabschnitt  FG  übereinstimme.  Dieselbe  Lösung  lesen  wir 
in  einem  an  Chr.  Huygbns  gerichteten  Brief  des  Godefridus  Aloy- 
sius  Kinner  a  Löwenthurn^)  (18.  Juli  1653).  Während  aber  hier  das 
an  das  Zentrum  des  Kreises  angelegte  Lineal  durch  Probieren  in  die 
Lage  gebracht  wurde,  bei  der  FD  und  FG  gleiche  Länge  erhielten, 
verfiel  J.  R.  Boyman^)  (1850)  auf  den  Gedanken,  D  als  Schnittpunkt  des 
Kreises  mit  einer  Kurve  zu  konstruieren.  Läßt  man  nämlich  den  Strahl 
A  D  um  A  rotieren  und  bestimmt  auf  ihm  jedesmal  zu  seinem  Schnitt- 
punkt G  mit  FF  den  Punkt  D  derart,  daß  DF=  GF  ist,  so  ist  der 
geometrische  Ort  der  Punkte  D  eine  Kurve  dritter  Ordnung  (Fig.  120),  die 
vonMoNTucci^)  (1846)  als  Strophoide  bezeichnet  wurde,  deren  Entdeckung 

1)  Oeuvres  completes  de  Christ.  Huygens,  publikes  par  la  Soei^te  Holl.  des 
Sciences.  I.  S.  235. 

2)  Discussion  einer  Curve  der  dritten  Ordnung.  Archiv  15  S.  205.  Fialkowski, 
Teilung  des  Winkels  und  des  Kreises.    S.  14. 

3)  La  strophoide.     Nouv.  Ann,  V.    1846.     Loria,  Ebene  Kurven.    S.  61. 
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aber  schon  in  die  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  zurückreicht.  Es  ist  die- 
selbe Kurve,  für  die  Gtregor  Casali  (1757)  den  Namen  Pteroides  tor- 
ricellanea  aufbrachte,  weil  sie  schon  von  Torricelli  untersucht  worden 
war,  und  die  durch  L.  A.  J.  Qu:i£telet^)  (1819)  neu  entdeckt  und  mit 
der  Bezeichnung  Fokale  belegt  wurde.  Die  von  Boyman  angegebene 
Trisektionsmethode  fand  (1898)  auch  Gmo  Loria.^)  Sie  liegt  ja  außer- 
ordentlich nahe,  hat  aber  praktisch  den  Nachteil,  daß  die  Strophoide  für 
jeden  Winkel  FÄE  neu  konstruiert  werden  muß.  Übrigens  schneidet 
die  Kurve  den  Kreis  außer  in  F  noch  in  zwei  weiteren  Punkten  B  und 
C,  und  diese  trisezieren,  wie  man  leicht  nachweist,  die  Winkel  360°  —  FÄE 
und  360°  +  FÄE. 

Die  spezielle  Strophoide,  die  man  erhält, 
wenn  der  zu  teilende  Winkel  FÄE  ein  rechter 
ist,  führt  den  Namen  gerade  oder  reguläre 
Strophoide.  Für  uns  wichtiger  ist  aber  die 
Strophoide,  auf  die  wir  unter  Voraussetzung 
eines  Winkels  von  60  °  stoßen.  Denn  da  durch  sie 
der  Winkel  FÄD  =  20°  wird,  so  darf  sie  offen- 
bar dazu  verwandt  werden,  jedem  Kreis  ein 
reguläres  Achtzehneck  einzubeschreiben,  und 
liefert  somit  auch  das  Neuneck.  pig.  120. 

§  28.  Die  Konchoide  des  Nikomedes. 

In  das  zweite  vorchristliche  Jahrhundert  fällt  die  Entstehung  einer 
wichtigen  und  interessanten  Kurve,  die  mit  der  Einschiebungsmethode 
der  Griechen  im  engsten  Zusammenhange  steht,  der  Konchoide  oder 
Muschellinie.  Sie  wurde  nach  Pappus^)  (um  300  n.  Chr.)  von  Niko- 
medes zur  Lösung  des  Delischen  Problems  ersonnen,  während  der  be- 
rühmte Euklidkommentator  Proklus^)  (410  —  485  n.  Chr.)  dem  Niko- 
medes ausdrücklich  auch  die  Anwendung  seiner  Kurve  auf  die  Trisek- 
tion  des  Winkels  zuschreibt.  Jedenfalls  läßt  sich  die  von  Pappus  über- 
lieferte Figur  87  auf  einfachste  Weise  mit  der  Konchoide  in  Verbin- 
dung bringen,  und  da  sie  nach  Zeuthen  vielleicht  schon  im  5.  Jahr- 
hundert V.  Chr.  bekannt  war,  werden  wir  Proklus  wohl  glauben  dürfen. 

Die  Konchoide^)  entsteht,  wenn  sich  ein  Strahl  um  einen  Punkt, 
den  Pol,  dreht,  und  wenn  eine  auf  ihm  liegende  unveränderliche  Strecke, 
das  Intervall,  dabei  mit  einem  ihrer  Endpunkte  auf  einer  festen  Ge- 
rade gleitet;  ihr  zweiter  Endpunkt  beschreibt  die  Kurve  (Fig.  121). 

1)  De  quibusdam  locis  geometricis  nee  non  de  curva  focali.    Diss.  Gand  1819. 

2)  La  strophoide  est  une  Sectrice  et  nne  Duplicatrice.  Mathesis.  II.  8. 
1898.  S.  265. 

3)  Collectiones  IV  ed.  Hultsch  244. 

4)  Proklus  Diadochus,  Comm.  z.  1.  Buch  der  Euklid.  El.  ed.  Friedlein  S.  272, 

5)  Loria,  Ebene  Kurven.  128. 
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Es  liegt  auf  der  Hand^  daß  man  bei  der  praktischen  Ausführung 
der  von  Pappus  mitgeteilten  Einschiebungsmethode  (§  14)  mit  Leichtig- 
keit auf  den  Gedanken  kommen  konnte,  den  Ort  des  Punktes  F  (Fig.  84) 
zu  untersuchen,  den  man  erhielt,  wenn  bei  unveränderter  Länge  von 
EF  der  Strahl  AF  um  A  gedreht  wurde  und  wenn  E  dabei  BD  durch- 
lief, zumal  wenn  die  Ausführung  so  geschah,  daß  man  EF  auf  einem 
Lineal  oder  Papierstreifen  abtrug  und  diesen  durch  Drehen  um  A  in 
die  richtige  Lage  zu  bringen  versuchte.    Die  Entstehung  der  Konchoide 


Fig.  121. 


Pig.  122. 


erscheint  in  diesem  Sinne  so  natürlich  und  notwendig,  daß  man  im 
Gegensatz  zu  Pappus  behaupten  möchte,  so  und  nicht  anders  müsse  sie 
vor  sich  gegangen  sein,  denn  ihre  Anwendung  auf  die  Verdopplung  des 
Würfels  ist  wesentlich  komplizierter. 

Die  Konchoide  kann  in  verschiedenen  Formen  auftreten.  Wir 
haben  uns  bisher  gedacht,  daß  das  Intervall  und  der  Pol  durch  die  feste 
Gerade  voneinander  getrennt  werden.  Die  Kurve  kann  aber  ebensogut 
konstruiert  werden,  indem  Intervall  und  Pol  auf  derselben  Seite  der 
Geraden  angenommen  werden.  Dabei  entstehen  drei  neue  Typen  von 
Kurven,  je  nachdem  das  Intervall  kleiner,  gleich  oder  größer  ist  als  der 
Abstand  des  Poles  von  der  festen  Geraden  (Fig.  122).  Die  Alten  haben 
zweifellos  alle  diese  Formen  studiert,  denn  Pappus^)  spricht  einmal 
von  einer  zweiten,  dritten  und  vierten  Konchoide.  Die  anderen 
Zwecke  aber,  denen  sie  nach  seinen  Andeutungen  gedient  haben,  sind 
uns  unbekannt  geblieben. 

Bei  der  Anwendung  der  Konchoide  auf  die  Trisektion  ist  das  Inter- 
vall EF=  2  •  AB  (Fig.  84)  sicher  größer  als  der  Abstand  AD  des  Poles 
A  von  der  Geraden  BD.  Die  Konchoide  läßt  sich  also  außer  im  ersten 
auch  noch  im  vierten  Typus  zeichnen. 

Betrachtet  man  die  entsprechende  Figur  (Fig.  123),  so  sieht  maü 
sofort,   daß  man   durch  das  Konchoidenpaar  im  ganzen  vier  Schnitt- 

1)  CoUectiones  ed.  Hultsch  244. 
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punkte  auf  der  Parallelen  BF  zu  AG  erhalten  muß,  und  erkennt  aus 
einem  Vergleicli  mit  Figur  90,  daß  davon  drei  Schnittpunkte  die  drei 
zu  einer  vollständigen  Trisektion  gehörigen  Trisektionsstrahlen  liefern, 
während  der  vierte  auf  einem  Kreis  um  den  Pol  A  mit  Radius  AB  liegt 
und  für  die  Trisektion  nicht  in  Betracht  kommt. 


Fig.  123. 


Fig.  124. 


Auch  die  Einschiebung  des  Archimedes  läßt  sich  mit  der  Kon- 
choide des  Nikomedes  vollziehen.  Soll  z.  B.  in  Figur  124  der  Winkel 
BAC  triseziert  werden,  so  kann  man  in  A  die  Senkrechte  AS  auf  AC 
errichten,  und  da  nach  Archimedes  ED  =  r  werden  muß,  so  muß 
SD  =  2r  werden,  und  man  hat  demnach  B  als  Pol,  AS  als  die  feste 
Gerade  oder  Basis  und  S  D  =  2r  als  Intervall  der  Konchoide  zu  wählen. 
Durch  das  Konchoidenpaar,  das  sich  hier  wieder  ergibt,  erhält  man  alle 
drei  Lösungen  entsprechend 
der  Figur  91.  Man  kann  aber 
andrerseits  auch  den  Durch- 
messer CG'  als  Basis,  B  als 
Pol  und  r  als  Intervall  an- 
sehen; das  Ergebnis  muß 
dann  genau  dasselbe  werden 
(Fig.  125).  Ähnlich  löst  man 
die  anderen  Einschiebungs- 
aufgaben  (§  14). 

Die  Konchoide  ist  nächst  dem  Kreis  und  der  Geraden  die  älteste 
Kurve, über  deren  mechanische  Erzeugungs  weise  wir  genau  unter- 
richtet sind.     Nach  Pappus  und  Eutokius^)  gelang  Nikomedes  selbst 

1)  Eutocii  Ascalonitae  in  Archimedis  libros  de  sphaera  et  cylindro  atque 
alioB  quosdam  Commentaria.  Basileae  1542.  S.  24, 
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schon  die  Konstruktion  eines  Instruments,  dessen  Grundidee  genau  der 
Definition  der  Kurve  entspracli^  dessen  Mechanismus  also  automatisch 
die  oben  besprochene  Bewegung  des  Papierstreifens  oder  Lineals  nach- 
ahmt (Fig.  126).  Dieser  Konchoidenzirkel  läßt  sich  leicht  so  vervoll- 
kommnen, daß  man  beliebige  Konchoiden  damit  beschreiben  kann.  Da 
nun,  wie  wir  uns  erinnern,  jedes  Problem  dritten  oder  vierten  Grades 
sich  auf  eine  Trisektion  oder  auf  zwei  mittlere  Proportionalen  zurück- 
führen läßt  und  da  beide  Fundamentalaufgaben  durch  die  Konchoide 
gelöst  werden  können,  so  ersieht  man  daraus,  daß  der  Konchoide  eine 
hohe  Bedeutung  zukommt  und  begreift  die  Vorliebe,  die  z.  B.  Newton 
für  sie  gehabt  hat. 

Einfach  wie  die  geometrische  Erzeugung  ist 
auch  die  analytische  Darstellung  der  Kurve.  Be- 
trachtet man  in  Figur  121  0  als  Pol  und  a  als 
Polarachse,  so  hat  man  a  =  (Q  —  c)  cos  ra  und  somit 

Q= \~c    oder    (x  —  ay(x'-\-y^)  —  c^x^  =  0, 


Fig.  126. 


woraus  man  erkennt,   daß  die  Konchoide  eine 
Kurve  von  der  vierten  Ordnung  ist. 


§  29.    Die  Pascalsche  Schnecke. 

Genau  so  wie  wir  bei  der  Einschiebungsmethode  des  Pappus  durch 
die  Bewegung  der  einzuschiebenden  Strecke  zu  einer  Trisektionskurve 
gelangten,  so  können  wir  auch  aus  der  Methode  des  Archimedes  eine 
solche  herleiten.  Zu  diesem  Zwecke  brauchen  wir  uns  nur  den  Strahl 
BD  in  Figur  85  um  B  drehbar  zu  denken;  behält  dann  ED  immer  die 
Länge  des  Radius  r  und  verläßt  bei  der  Drehung  um  B  der  Punkt  E 
niemals  den  Kreis,  so  muß  D  eine  Kurve  beschreiben,  die  sich  von  der 
Konchoide  des  Nikomedes  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  ihre  Basis 
ein  Kreis  und  keine  gerade  Linie  mehr  ist  (Fig.  127).  Sie  trägt  daher 
mit  Recht  den  Namen  Kreiskonchoide.  Da  sie  aber  andrerseits  zu 
einer  Kurvengattung  gehört,  die  nach  Giles  Persone  de  Roberval 
(1602 — 1675)^)  zuerst  von  Etienne  Pascal,  dem  Vater  des  berühmten 
Blaise  Pascal,  untersucht  worden  ist,  so  ist  sie  auch  bekannt  als  Pas- 
calsche Schnecke  (lima9on).-) 

Ihre  Gleichung  ist  leicht  aus  der  Figur  zu  ermitteln.    Man  findet 


Q  =  r  (1  -\-  2  cos  (o)     oder     (x^  +  y^  —  2rxy 
die  Kurve  ist  also  von  der  vierten  Ordnung. 


r\x^-\-  y^), 


1)  Observations  sur  la  composition  des  mouvemens  et  sur  le  moyen  de  trou- 
ver  les  touchantes  des  lignes  courbes.  Mem.  de  l'Acad.  Royale  des  Sciences  VI. 
1730.    23.     Cantor,  Vorl.  IL  806 

2)  Loria,  Ebene  Kurven.  S.  136. 
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Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  Ä  des  Basiskreises  irgendeinen 
Strahl  CD,  der  mit  dem  Halbmesser  AB  den  Winkel  BAC  einschließt, 
so  wird  dieser  die  Pascalsche  Schnecke  noch  in  drei  anderen  Punkten 
D,D',D"  treffen.  Verbindet  man  diese  mit  B,  so  bestimmen  die  Ver- 
bindungslinien auf  dem  Kreis  die  Punkte  E,  E',  E",  und  es  ist 

ED  =  E'D'  =  E"D"  =  r. 

Damit  haben  wir  aber  genau  die  Bedingungen  der  Figur  91    erfüllt, 


Fig.  127. 


Fig.  128. 


und,  wie  wir  damals  sahen,  müssen  nun  die  Parallelen  zu  BD,  BD' 
und  BD"  durch  A  den  gegebenen  Winkel  BAC  trisezieren.  Man  kann 
das  Verfahren  etwas  abändern,  indem  man  sich  CD  nicht  willkürlich, 
sondern  parallel  zu  einem  von  B  ausgehenden  Strahl  BF  gezogen 
denkt.  Aus  dem  Vorhergehenden  ist  nämlich  dann  ohne  weiteres  er- 
sichtlich, daß  BD,  BD'  und  BD"  den  Winkel  ABF  trisezieren  und 
daß  man  daher  den  zu  teilenden  Winkel  auch  mit  dem  Scheitel  in  B 
an  AB  antragen  darf. 

Um  zu  zeigen,  daß  die  Pascalsche  Schnecke  auch  die  Lösung  der 
Strophoide  ergibt,  schlägt  man  um  B  einen  Kreis  mit  demselben  Ra- 
dius r,  den  der  Kreis  A  besitzt  (Fig.  128),  und  legt  durch  A  die  Sekante 
AC.  Diese  möge  die  Kurve  in  D,D',D"  schneiden.  Man  projiziere  nun 
diese  Punkte  von  B  aus  auf  den  Kreis  um  A  und  nenne  E,E',E"  die 
Schnittpunkte  der  Projektionsstrahlen  mit  diesem  und  F,F',F"  mit  dem 
Kreis  um  B.  Nach  der  Definition  der  Kurve  wird  dann  immer  BF=  DE 
sein  müssen,  woraus  BD  =  EF  und  AD  =  AF  folgt.  Das  ist  es  aber 
gerade,  was  man  mit  Hilfe  der  Strophoide  zu  erreichen  suchte.  Daher 
wird  man  zur  Trisektion  eines  Winkels  cc  auch  so  verfahren  können^), 
daß  man  den  Winkel  in  die  Lage  ABC  bringt,  die  Schnittpunkte  D 
von  AC  mit  der  Schnecke  bestimmt  und  durch  diese  die  Strahlen  BD 
zieht.    Durch  diese  wird  dann  der  Winkel  ABC  =  a  triseziert. 


1)  Az^MAii,  Trisection  de  l'angle   Paris  1809.  Fialkowski,  Teilung  des  Winkels 
und  des  Kreises.   S.  184. 
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Die  Pascalsche  Schnecke  ist  wohl  eine  der  bequemsten  Kurven  für 
die  Trisektion.  Sie  kann  ohne  weiteres  für  jeden  Winkel  angewandt 
werden,  und  man  kann  sich  auch  mit  größter  Leichtigkeit  ein  Modell 
von  ihr  verschaffen.  Auch  Zirkel  sind  konstruiert  worden,  um  die  Kurve 
in  einem  Zuge  zeichnen  zu  können.  Das  Prinzip  derartiger  Instru- 
mente ist  eine  Verbindung  von  drei  gleichlangen  Linealen  AB,  AE 
und  EI)  (Fig.  129),  von  denen  ED  und  seine  Verlängerung  mit  einer 
schlitzartigen  Führung  versehen  ist,  in  der  ein  in  B  an- 
gebrachter Stift  gleiten  kann,  während  die  Lineale  bei  E 
und  A  drehbar  befestigt  sind.  Mit  Hilfe  zweier  in  A  und  B 
angebrachten  Spitzen  setzt  man  das  Instrument  auf  die 
Zeichenebene  und  bewegt  nun  den  Mechanismus,  indem 
man  an  dem  freien  Ende  des  Lineals  DE  zieht.  Es  be- 
schreibt dann  E  einen  Kreis  um  A,  auf  dem  auch  B  liegt, 
und  ein  in  D  angebrachter  Bleistift  zeichnet  eine  Kurve, 
deren  Radienvektoren  alle  durch  B  gehen  und  zwischen 
der  Kurve  und  dem  Kreis  immer  Strecken  DE  von  der 
Länge  des  Kreisradius  aufweisen,  d.  h.  eine  Pascalsche 
Schnecke.  Den  ersten  Zirkel  verdankt  man  wohl  dem  Vene-" 
tianer  Gianbattista  Suardi^)  (1752);  er  konnte  damit  so- 
wohl die  Konchoide  des  Nikomedes  als  auch  nach  einer 
kleinen  Änderung  die  Kreiskonchoide  beschreiben.  Weitere 
Konstruktionen  rühren  her  von  Ch.  A.  Laisant^)  (1875) 

^'^-  '''•  und   E.  ECKHARDT.3) 

Eine  andere  Form  der  Pascalschen  Schnecke  oder  Kreiskonchoide 
ist  die  Kardioide.  Bei  ihr  ist  das  konstante  Zwischenstück  zwischen 
Kurve  und  Basiskreis  nicht  gleich  dem  Radius,  sondern  gleich  dem 
Durchmesser  des  letzteren.  Auch  sie  ist  eine  Trisektionskurve,  wie  von 
Dejardins,  Toscani*)  und  Em.  Weye^)  gezeigt  wurde. 

§  30.    Die  Trisekante. 

Gegeben  sei  ein  Kreis  um  0  und  in  ihm  ein  fester  Radius  OA  =  r 
(Fig.  130).  Wir  zeichnen  in  A  die  Tangente  und  schlagen  um  0  kon- 
zentrische Kreise  mit  Radien,  die  größer  sind  als  r.  Schneiden  diese 
OA  in  B  und  die  Tangente  in  G,  so  verdoppele  man  jedesmal  den 
Bogen  BC,  mache  also  GP=  CB.    Die  Punkte  P  ergeben  dann  in 

1)  A.  V.  Braunmühl,  Studie  über  Kurvenerzeugung.  Dyck,  Katalog  mathem. 
Modelle.    München  1892.    S.  84. 

2)  Brocard,  Note  sur  un  compas  trisecteur.  Bull,  de  la  Soc.  math.  de 
France  III.     1875. 

3)  Dyck,  Katalog  mathem.  Modelle,  Nachtrag  S.  39.  Hippauf,  Hoffmann  III. 
1872.     S.215. 

4)  Nouv.  annal.    1852.    S.  128;  15,  382. 

5)  Rend.delR.Istituto  Lombarde.  2.Ser.V.  1872.  Loria,  Ebene  Kurven.  S.  143. 
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ihrer  Gesamtheit  als  geometrischen  Ort  eine  Kurve,  die  den  Namen 
Trisekante  erhalten  hat.  Sie  findet  sich  zum  erstenmal  behandelt 
bei  P.  Delanges,  La  trisegante  nuova  curva.    Verona  1783.^) 

Um   die   Berechtigung  ihres  Namens  nachzuweisen,  machen  wir 
AQ  =  ÄO  =  r,  verbinden  C  mit  Q,  ziehen  OD  ==2r  so,  daß 

wird,  und  verbinden  B  mit  P.  Offenbar  ist  dann  ADOP^AOQG  und 
sonach  ADOP  gleichschenklig.    Schlägt  man  also  um  0  einen  Kreis 


Mg.  130. 


Fig.  131. 


mit  dem  Radius  2r,  trägt  an  0^  den  Winkel  QOD  =  dcc  an  und  zeich- 
net zu  OD  das  Mittellot,  so  erhält  man  auf  der  vollständig  gezeichneten 
Trisekante  mehrere  Schnittpunkte,  deren  Verbindungslinien  mit  0  den 
Winkel  3cc,  sowie  360^  ±3«  trisezieren  (Fig.  131). 

Setzt  man  OP  =  q  und  -^  PO Q  =  g),  so  ergibt  das  Dreieck  DOP 
als  Polargleichung  der  Trisekante: 


Q  = 


und  daher  als  kartesische  Grleichung 

Verbindet  man  übrigens  P  mit  B  (Fig.  130),  so  ist  PB  Tangente 
am  Kreise  0(r)  in  E,  und  man  könnte  sich  daher  die  Trisekante  auch 
so  entstanden  denken,  daß  von  beliebigen  Punkten  B  des  Radius  OÄ 
Tangenten  BE  an  den  Kreis  0(r)  gelegt  und  um  sich  selbst  verlängert 
wurden.  Diese  Auffassung  zeigt  den  Zusammenhang  mit  einer  etwas 
allgemeineren  Kurve,  die  aus  einer  Konstruktion  von  Gottfried  Kinner 

1)  Loria,  Ebene  Kurven.    S.  215. 
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hervorgeht.  In  einem  Briefe  vom  26.  Dez.  1654  an  Christian  Huygens^) 
wird  nämlich  die  Trisektion  eines  Winkels  auf  folgende  Weise  erreicht. 
Man  zeichnet  eine  beliebige  Sehne  AC  in  einen  Kreis  M  (Fig.  132)  und 
errichtet  auf  ihr  in  A  die  Senkrechte  AD.  Nun  versucht  man,  die- 
jenige Tangente  zwischen  AD  und  die  Verlängerung  von  AC  ein- 
zuschieben, die  durch  ihren  Berührungspunkt  B  halbiert  wird.  Hat 
man  sie  festgelegt,  so  ist  DB  =  BE  =  AB,  folglich 


oder 


^  BAE=^BEA  =  ^^  DBA 


^AMB=2 


Pig.  132. 


Fig.  133. 


Statt  die  Tangente  durch  Probieren  in  die  richtige  Lage  zu  bringen, 
kann  mau  den  geometrischen  Ort  der  Punkte  E  konstruieren,  den  man 
erhält,  wenn  man  von  den  Punkten  von  AD  aus  alle  möglichen  Tan- 
genten DB  an  den  Kreis  legt  und  immer  um  sich  selbst  verlängert.  Die 
entstehende  Kurve  (Fig.  133)  ist  wie  die  Trisekante  von  der  vierten 
Ordnung  und  verläuft  auch  ganz  ähnlich  wie  diese,  doch  hat  sie  den 
Nachteil,  daß  sie  für  jeden  Winkel  neu  gezeichnet  werden  muß. 

§  31.   Die  Konstruktionen  dritten  und  vierten  Grades  mittelst  der  ge- 
raden Linie  und  einer  festen  Kurve  dritter  Ordnung.     Die  Zissoide 
und  die  kubische  Parabel. 

Das  Ergebnis  der  Arbeiten  von  Kortum  und  Smith  (§  22)  über  das 
Minimum  der  konstruktiven  Hilfsmittel  bei  der  Lösung  kubischer  und 
biquadratischer  Probleme  war  zwar  dem  Steinerschen  bei  Behandlung 
quadratischer  Aufgaben  in  gewissem  Sinne  ähnlich,  aber  doch  nicht 
durchaus  analog.  Hierzu  wäre  offenbar  erforderlich  gewesen,  daß  man 
der  Frage  näher  trat,  unter  welchen  Bedingungen  man  auch  bei  kubi- 
schen und  biquadratischen  Aufgaben  mit  dem  Lineal   allein  aus^ 


1)  Oeuvres  completes  de  Christian  Huygens  I.   S.  315. 
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kommen  könne,  und  ob  liierzu  vielleicht  eine  feste  Kurve  von  der  dritten 
Ordnung  ausreiche.  Von  diesem  Gesichtspunkt  ging  Franz  London^) 
aus,  ind'em  er  sich  zugleich  sagte,  daß  mit  der  Prüfung  dieser  Frage 
nicht  allein  eine  völlige  Analogie  mit  Steiner  erstrebt,  sondern  unter 
Umständen  auch  das  Konstruieren  wesentlich  vereinfacht  werden  könne, 
da  sicherlich  der  Entwurf  spezieller  Kurven  dritter  Ordnung  keine 
größeren  Schwierigkeiten  bereite,  als  der  eines  allgemeinen  Kegel- 
schnitts, und  der  Zirkel  ganz  wegfalle.  In  der  Tat  gelang  es  London 
durch  Untersuchun- 
gen ähnlich  den  von 
Kortum  geführten 
festzustellen,  daß  man 
beiAnnahme  einer 
ein  für  allemal 
gezeichneten  ra- 
tionalen  Kurve 
dritter  Ordnung 
mit  Doppelpunkt 
wirklich  je  de  Auf- 
gabe dritten  oder 
vierten  Grades 
allein  mit  dem 
Lineal  bewälti- 
gen kann,  und  zwar 

besonders  eiufach,  wenn  der  Doppelpunkt  ein  Rückkehrpunkt  ist. 
Unter  derartigen  Kurven  steht  die  Zissoide  an  erster  Stelle,  und  wir 
können  mit  London  leicht  den  allgemeinen  Satz  an  dieser  speziellen  Kurve 
verifizieren  und  die  Trisektion  als  Beispiel  benutzen. 

Die  Zissoide^)  erhält  man,  wenn  man  von  dem  Endpunkte  0  eines 
Kreisdurchmessers  nach  der  im  gegenüberliegenden  Endpunkte  Ä  ge- 
zeichneten Tangente  Strahlen  OQ  zieht,  welche  den  Kreis  in  Punkt  C 
schneiden,  und  auf  diesen  von  Q  aus  die  Sehnen  OC  nach  beiden  Seiten 
hin  abträgt  (Fig.  134).  Der  Ort  der  mit  0  auf  derselben  Seite  der 
Tangente  gelegenen  Punkte  P  ist  die  eigentliche  Zissoide,  der  Ort  der 
Punkte  B  auf  der  andern  Seite  der  Tangente  die  Begleiterin  der 
Zissoide,  die  hier  nicht  in  Betracht  kommt.  Als  Gleichung  liefert  diese 
Definition  sofort 


mg.  134. 


oder 
(1) 


Q  =  0P=  OQ  —  00  =  -. 2r  smo  =— r— — 

^  ^  am  CO  sm  co 


[x^  -\-  y^)y  =  '2rx^. 


1)  Die  geometrischen  Konstruktionen  dritten  und  vierten  Grades,  ausgeführt 
mittelst  der  geraden  Linie  und  einer  festen  Kurve  dritter  Ordnung.  Ztschr,  f. 
Math.  u.  Phys.  41  (1896).    S.  129. 

2)  LoKiA,  Ebene  Kurven.    S.  36. 
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Der  Entdecker  der  Zissoide  ist  höclistwahrscliemlicli  ein  Zeitgenosse 
des  Nikomedes  namens  Diokles,  der  mit  ihrer  Hilfe  die  Verdoppelung 
des  Würfels  erstrebte. 

Um  nun  den  oben  angegebenen  Nachweis  zu  liefern,  setzen  wir  den 
Durchmesser  OÄ  des  Kreises  =  1  und  ziehen  zu  0.4  die  Parallele  g 
im  Abstände  x  =  1.  Durch  den  Strahl  OP  wird  dann  jeder  Punkt 
P  (xy)  der  Zissoide  in  einem  Punkte  P'  (1,  X)  der  Geraden  g  eindeutig 
abgebildet  und  umgekehrt,  und  zwar  besteht  für  jeden  Parameter  X  die 
Beziehung 

(2)  ;L=f^ 

wie  ohne  weiteres  ersichtlich  ist.  Denken  wir  uns  nun  ein  Problem  vom 
dritten  Grade,  so  wird  dieses  analytisch  auf  eine  Gleichung  dritten  Grades 
führen,  und  diese  kann  immer  durch  lineare  Transformation  auf  die 
Form 

(3)  «i  +  ag/l +  03-1^  =  0 

gebracht  werden.  Wollen  wir  die  drei  Wurzeln  X^,  X^,  JI3  dieser  Gleichung 
als  Parameter  von  drei  gewissen  Punkten  P/,  P^',  P3'  der  Geraden  g  auf- 
fassen, so  werden  ihnen  auch  drei  Punkte  P^,P^,P^  der  Zissoide  ent- 
sprechen, und  wenn  es  uns  gelingt,  diese  Punkte  P  zu  bestimmen,  so 
haben  wir  auch  die  P'  und  damit  die  Wurzeln  X  gefunden.  Unsere 
Zissoidengleichung  heißt  jetzt,  da  2r  =  1  gesetzt  wurde: 

(4)  x'^y  +  y^=x^, 

und  da  für  y  nach  (2)  auch  Xx  eingeführt  werden  darf,  erhält  man 
hieraus 

(5)  y  +  X^x=l     oder     ^3  =  ^- 

Durch  Einsetzen  der  Werte  für  X  und  X^  wird  nun  aber  die  Gleichung, 
in  die  unser  Problem  eingekleidet  war,  umgestaltet  in 

a,  +  «o  •  -  -f  tto  -^^  =  0 

^         ^     X  ^     X 

oder 

(6)  a^x  +  («2  —  «3)  2/  +  Ö3  =  0; 

das  heißt,  in  die  Gleichung  einer  Geraden,  und  wir  sehen,  daß  die 
Punkte  P  der  Zissoide,  mit  denen  wir  die  Lösung  unseres  Problems 
in  Zusammenhang  bringen  konnten,  durch  eine  Gerade  aus- 
geschnitten werden,  deren  Koeffizienten  bekannte  Zahlen  sind,  die 
also  mit  dem  Lineal  allein  konstruiert  werden  kann. 

Wie  wir  uns  erinnern,  war  die  Trisektionsgleichung  bereits  eine 
reduzierte  kubische  Gleichung,  sie  hieß  nämlich: 

(7)  Ax^-^x-a  =  0, 
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und  es  bedeutete  a  =  cos  3cp,  x=  cos  g?.    Durcli  Vergleich  von  (7)  mit 
(3)  erhält  man  die  Werte: 

(8)  a^=  —  a^     «2  =  — 3,     «3=4, 
und  die  Gerade  (6)  heißt  infolgedessen: 

(9)  ax  -^ly  —  A==  0. 

Sie  schneidet 
die  Zissoide  in 
drei  Punkten 
P,  durch  deren 
Projektion  von 
0  aus  auf  ^  die 
Punkte  P'  und 
damit  die  Para- 
meter Ij  das 
heißt  die  Wur- 
zeina; der  Glei- 
chung (7)  be- 
stimmt werden 
(Fig.  135). 

Die  Zissoide 
hat  vor  andern 
hierher  gehöri- 
gen Kurven  den 

großen  Vorzug,  daß  sie  sich  mechanisch  konstruieren  läßt,  eine  Eigenschaft 
deren  Entdeckung  man  Newton^)  verdankt.  Wenn  nämlich  BMD  und 
PJS'D  (Fig.  1 36)  zwei  rechte  Winkel  bedeuten,  von  denen  der  erste  auf  der 
Zeichenebeue  festliegt,  der  zwei- 
te aber  beweglich  ist,  wenn  fer- 
ner ihre  Schenkel  MB  und  EB 
gleich  lang  gemacht  sind  und 
EB  immer  durch  den  auf  MB 
festen  Pankt  B  hindurchgeht, 
während  D  beständig  auf  dem 
Schenkel  MD  gleitet,  so  be- 
schreibt der  Mittelpunkt  P  von 
ED  eine  Zissoide.  In  der  Tat 
sind  ja  die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke 5  JfD  und  DEB  kongruent,  so  daß  das  Viereck  BD  EM  ein  gleich- 
schenkliges Trapez  ist  und  folglich  OB  als  Mittellinie  parallel  BD  läuft. 
Deshalb  wird  auch  das  Viereck  051)^,  das  man  durch  Ziehen  vonD^II  50 
erhält,  ein  Parallelogramm  sein,  so  daß  DQ  =  BO  =  OM  ist  und  Q 

1)  Arithmetica  universalis.     Lugd.  Batav.  1732,    S.  231. 

Mitzsoherling:  Problem  der  Kreiateilung  9 


Fig.  136. 
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auf  der  Tangente  t  des  Kreises  M{MO)  liegt.  Schneidet  endlich  OQ 
diesen  Kreis  in  C,  so  sind  auch  die  gleichschenkligen  Dreiecke  OMG 
und  PDQ  kongruent;  daher  ist  OC  =  QP,  und  nach  der  Definition 
muß  sich  als  Ort  von  P  die  Zissoide  mit  dem  Rückkehrpunkt  0  und 
der  Asymptote  t  ergehen.  —  Ein  Instrument,  das  die  gedachte  Be- 
wegung des  rechten  Winkels  ausführt,  läßt  sich  leicht  konstruieren^), 
somit  wäre  die  Zissoide  eine  Kurve,  die  sich  in  der  Geometrie  bequem 
verwenden  ließe. 

Eine  andere  Kurve  dritter  Ordnung  ist  die  kubische  Parabel 
y  =  x^. 

Will  man  mit  ihrer  Hilfe  die  Wurzeln  der  Grieichung 

bestimmen,  so  hat  man  nur  nötig,  sie  mit  der  Geraden 

«1  +  a^x  +  a^y  =  0 

zum  Schnitt  zu  bringen  und  die  Abszissen  der  Schnittpunkte  aufzusuchen. 
Da  sich  die  angegebene  Gerade  wieder  linear  konstruieren  läßt,  so  ist 
auch  hieran  wieder  der  Satz  von  London  bestätigt. 

5.  Trisektion  durch  Jjäherungskonstruktionen. 

§  32.  Numerisclie  Auflösung  der  Trisektionsgleichung.  Reihen. 

Der  Trisektion  eines  Winkels  cc  entspricht  algebraisch  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  dritten  Grades  f{x)  =  Ax^  —  ^x  —  a  =  0,  in  der 

unter  a  und  x  die  Funktionen  cos  a  und  cos  —  zu  verstehen  sind.    Die 

Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0  sind  alle  drei  reell,  voneinander  ver- 
schieden und  liegen  ihrem  absoluten  Wert  nach  zwischen  0  und  1. 

Da  /"(-f  1)  =  1  —  a  >  0,  so  wird  man  leicht  von  x  =  -\-  \  aus- 
gehend einen  Wert  a^o  <  1  ermitteln  können,  für  den  f  {x^  eben  <  0 
wird.  Diesen  Wert  Xq  kann  man  nach  der  NEWTONSchen  Näherungs- 
methode durch  Addition  einer  Größe 

so  korrigieren,  daß  wir  in 

eine  erste  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  zu  sehen  haben,  deren  Ge- 
nauigkeit noch  durch  mehrfache  Anwendung  dieses  Verfahrens  beliebig 
gesteigert  werden  kann.  Zur  Bestimmung  der  beiden  andern  Wurzeln 
x^  und  %  kann  man  sich  dann  sehr  bequem  des  dem  Einheitskreis  ein- 
beschriebenen gleichseitigen  Dreiecks  bedienen,  dessen  einer  Eckpunkt 
durch  x^  bekannt  ist. 

1)  Zuerst  ausgefütirt  von  Gianbattista  Suardi. 
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Andere  auf  Reclmimg basierte Näherungsmethoden  liefert  die  Theorie 

der  Reihen.     Bildet  man  z.  B.  die  geometrische  Reihe ^)  -nf  jz'  Ts'  '  ' 
und  summiert  ihre  Grlieder,  so  bekommt  man 

1,1,1,         ..„       11  1 

s=:fT+4-^+4s+---ininf.  =  -— ^  =  -. 

4 
Demnach  wird  auch 

^  +  ^  +  ^+---"llüf.=- 

sein  müssen,  und  man  wird  einen  gegebenen  Winkel  a  trisezieren  können, 

a  .  1      . 

indem  man  zuerst  -r  konstruiert,   dazu  —  dieses  Winkels  addiert,  dazu 

wieder  —  dieses  Viertels  usf.  der  Reihe  entsprechend,  bis  sich  die  Teilung 

praktisch  nicht  weiter  fortsetzen  läßt.  Bricht  man  die  Reihe  beim  w^®° 
Gliede  ab,  so  entsteht  der  Fehler 

4^^+!    •   4«+2  ">"  '  '  '       4«+l\^  ^  4^"^  42"^         /       4''+lj_l       3-4"' 

4 

dessen  absolute  Größe  bei  demselben  n  je  nach  der  Größe  von  a  ver- 
schieden ist.     Aus  der  Tabelle 

n=  1       2       3        4  5    ••• 

TT, cc         a  cc  a  cc 

~  12       48       192       768       3072 

ersieht  man,  daß  man  zu  jeder  Operationszahl  n  für  a  eine  Grenze  an- 
geben kann,  bei  deren  Innehaltung  der  Fehler  höchstens  noch  1°  be- 
trägt. So  zum  Beispiel  wird  man  mit  2  Operationen  diese  Genauigkeit 
erreichen,  wenn  a  <  48*',  mit  3  Operationen,  wenn  a  <  192°  ist  usf. 

Nahe  verwandt  hiermit  ist  eine  Methode^),  der  die  geometrische 
Reihe 

2i'  2^'     2^'     ~  2*  '  *  " 

zugrunde  liegt.     Die  Summe  dieser  Reihe  ist 

1        1        1 1^  11  1 


21       22    '    2»        2*—  '^       i    1        ^ 

und  man  findet  daher  —  ?  wenn  man  zuerst  —  herstellt,  davon  —  sub- 

3  2^4 

trahiert,    dazu    wieder  —  addiert,    davon  —    subtrahiert    usw.      Dabei 

o  16 

nähert  man  sich  offenbar  dem  gesuchten  Werte  von  beiden  Seiten,  in- 

1)  Geometrie  von  Paucker,  Königsberg  1823.  S.203.  Klügel,  Wörterbuch  (1831). 

2)  FiALKowsKi,  Teilung  des  Winkels  und  des  Kreises.    S.U. 

9* 
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dem  man  immer  abwechselnd  einen  Punkt  auf  der  einen  und  auf  der 
andern  Seite  bestimmt,  und  die  Operationen  verlangen  nur  Halbieren 
und  kein  Vierteln.     Nacb  n  Operationen  beträgt  der  Fehler 


F  = 


3  •  2" 

und  zwar  ist  das  Resultat  um  diesen  Wert  zu  groß  oder  zu  klein,  je 
nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist.     Die  Tabelle 

n=      1  2  3  4  5     ••• 

6  12       "^24  48       "^  96  ■  '  ■ 

läßt  wieder  erkennen,  wieviel  Operationen  notwendig  sind,  um  bei  ge- 
gebenem Winkeln  eine  Genauigkeit  von  mindestens  1"  zu  erzielen.  Diese 
Zahl  fällt  hier  naturgemäß  größer  aus,  als  oben,  da  die  Operationen  hier 
nur  im  Halbieren,  oben  aber  im  Vierteln  bestehen. 

§  33.    Ältere  Nähernngsmethoden. 

Ein  sehr  primitives,  nach  Pialkowski^)  uraltes  Näherungsverfahren 
für  die  Trisektion  besteht  darin,  daß  man  um  den  Scheitel  S  des  zu 
teilenden  Winkels  cp  (Fig.  137)  einen  Kreisbogen  AB  schlägt,  SB 
in  drei  gleiche  Teile  teilt  und  durch  die  Teilpunkte  die  Parallelen  zu 
SÄ  zieht,  die  den  Bogen  AB  in  P  und  Q  treffen.  SP  und  SQ  sind 
die  Trisektionsstrahlen.    Die  Annäherung  kann  nur  für  kleine  Winkel 

gut  sein,  da  sie  offenbar  darauf  beruht,  daß  man  -^sin  qp  mit  —q)  ver- 
wechselt.   In  der  Tat  beträgt  nach  Fialkowskis  Angaben  der  Fehler  bei 
6"^  150  30«... 

nur  12"  3'3"  24' 22"... 

Man  kann  bei  größeren  Winkeln  derartige  Näherungsmethoden 
verbessern,  indem  man  zunächst  einen  Winkel  co  bestimmt,  der  vor- 
aussichtlich etwas  kleiner  ist  als  das  gesuchte  Drittel,  dann  3  (o  von  dem 
gegebenen  Winkel  subtrahiert  und  auf  den  Rest  die  Näherungsmethode  an- 
wendet, deren  Ergebnis  man  schließlich  zu  jedem  Teilwinkel  g)  hinzufügt. 

Wie  hier  die  Dreiteilung  des  Bogens  auf  die  einer  Strecke  redu- 
ziert wurde,  so  auch  bei  der  berühmten  Methode  von  Albreoht  Dürer 
in  seiner  „Underweysung  der  messung  mit  dem  zirkel  und  richtscheyt" 
(1525).  „Eyn  Ytlich  trum  eines  zirckels  das  mir  für  kumbt  teyl  ich 
in  3  teyl  also."  AB  sei  die  Sehne  des  zu  teilenden  Bogens  (Fig.  138); 
man  mache  AG=  CD  =  DB  und  errichte  die  Senkrechten  CE  und  BF. 
Die  Bogen  A{AE)  und  B{BF)  treffen  die  Sehne  AB  in  G  und  H, 

und  es  sei  GJ  =  -GC,  HK  =  —  HB.    Dann  werden  die  Bogen  A(AJ) 

o  o 

1)  FiÄLKOwsKi,  Teilung  des  Winkels  und  des  Kreises.    S.  66. 
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und  B  (BK)  auf  dem  Bogen  AB  zwei  Punkte  L  und  N  aussclineiden, 
derart,  daß  ÄL  =  LN  =  NB  =  -^  AB  ist.  Würde  man  nämlicli  noch  die 

o 

Bogen  A{AC)  und  B{BD)  schlagen,  die  auf  dem  Bogen  J.5  die  Punkte 
C  und  D'  liefern,  so  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  AG^  =  EF=D'B  sein  muß 
und  daß  es  sieh 
nur  darum  han- 
delt, die  Bogen 
(7'^  und  D'F 

gleichmäßig 
auf  jene  drei 
zu  verteilen. 
Das  geschieht 
durch  JL  und 
KN,  und  man 
sieht,  daß  Dürer 
hierbei  vou  der 
Voraussetzung 

ausgegangen 
ist,  daß  man 
die  Strecke  CG^ 
statt  des  Bo- 
gens  C'E  teilen 
darf.  — O.Rich- 
ter ^)    hat    die 

Genauigkeit 
dieser        Kon- 
struktion einer  mg.iss. 

Prüfung  unterzogen  und  für  AMB  =  2a,  EMF=  2^  und  AML  =  ß 
die  folgenden  leicht  aus  der  Figur  abzuleitenden  Formeln  aufgestellt: 

1    . 
sm  /*  =  V  sm  a 

sin  ^  =  -  ^sin  cc  +  6  sin  ^^)- 
Sie  ergeben  als  Fehler  der  Konstruktion: 

und  dieser  Betrag  ist  für  einige  Winkel  in  der  nachstehenden  Tabelle 
ancregeben: 


2a  =  0° 
F=0" 


60° 

0,8" 


90" 
13" 


120« 
1'56" 


130° 
3' 22" 


140" 
5' 37" 


150" 
9' 4" 


180" 
31'37 


Das  Ergebnis  ist  also  bis  zu  ziemlich  großen  Winkeln  ein  durch- 

1)  Zur  Winkeldrittelung.    Ztschr.  f.  math.  n.  naturw.  Unterricht  v.  Schotten. 
Bd.  40.    S.  158. 
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aus  befriedigendes.  Man  kann  aber  nacb  Richter  die  Genauigkeit  erbeb- 
licb  dadurch  steigern,  daß  man  die  erste  Annäberung  der  Dürerseben 
Konstruktion,  die  man  durch  Errichten  der  Senkrechten  in  C  erreicht 
bei  der  Sehne  C'E  wiederholt,  also  in  dem  näher  an  E  gelegenen  Dritte- 
lungspunkt Q  von  C'E  die  Senkrechte  QR  zeichnet.  Der  Winkel  ÄMR 

ist  dann  mit  gro- 
ßer    Annäherung 

o 

Nahe  verwandt 
mit  den  Einschie- 

bungsmethoden 
ist  eine  von  Huy- 
GENs  (1629-1695) 
angegebene  Kon- 
struktion. Man 
zeichnet  zu  dem 
Winkel  AOB 
(Fig.  139)  die  Hal- 
bierungslinie OG 
und  macht  CD 
gleich  dem  Kreis- 
radius OG  =  \. 
Ferner  verlängert 
man  AO  bis  zum 
Schnittpunkt  F 
mit  dem  Kreis  und 
zieht  D^,  wodurch 
Fig.  139.  man  E  auf  dem 

Kreis  erhält.  Win- 
kel BOE  sei  dann  —BOA.  Das  wäre  streng  richtig,  wenn  nicht  GD, 

sondern  ED  gleich  dem  Kreisradius  1  wäre.  Um  das  zu  erreichen,  müßte 
man  aber  eine  Einschiebung  des  Radius  zwischen  OG  und  die  Peripherie 
vornehmen,  derart,  daß  seine  Verlängerung  durch  F  geht,  und  das  ist 
weit  unbequemer,  als  wenn  man  den  Kreisradius  einfach  auf  der  Hal- 
bierungslinie OG  von  G  aus  abträgt.  Der  begangene  Fehler  wird  so 
lange  unmerklich  sein,  solange  man  GD  und  ED  als  gleich  betrachten 
darf.  Es  sei  nun  <^  AOB  =  2a  und  <^  GOE  =  x.  Dann  ergibt  sich  aus 
Dreieck  OED: 


^^ang-^  =  -„  tang-^, 


und  man  könnte  daher  auch  sagen,  daß  der  Fehler  so  lange  unmerklich 
ist,  solange  man  tang  —  durch  —  ersetzen  darf  Denn  da  man  dann  erst 
recht  auch  tang—  durch  —  ersetzen  darf,  so  ist 
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X  1 

und  somit 


2  3      2      °^^^     ^=T 


6 

Die  angegebene  Formel  gestattet,  die  Abweicliungen  des  Winkels 
EOB  vom  wahren  Werte  zu  ermitteln.   Sie  betragen 

für  2a  =      30°         600         gQo 

-10"    -12,5' -43,3' 

und  lassen  erkennen,  daß  das  Verfahren  bei  kleinen  Winkeln  in  der  Tat 
zu  guten  Resultaten  führt. 

§  34.  Methoden  von  Fialkowski. 

Eine  außerordentlich  reiche  Auswahl  von  Näherungskonstruktionen 
zur  Teilung  des  Winkels  bietet  uns  Nikolaus  Fialkowski.  In  seiner  Vor- 
rede zur  „Teilung  des  Winkels  und  des  Kreises"  (1860)  berichtet 
er,  daß  es  ihm  gelungen  sei,  die  Trisektion  auf  mehr  als  hunderterlei 
Arten  auszuführen.  Allerdings  finden  sich  unter  seinen  Methoden  auch 
manche  ältere,  wie  z.  B.  die  Huygenssche,  doch  sind  wohl  die  meisten 
originell.  Wellisch^)  rühmt  ihnen  große  Genauigkeit  und  staunenswerte 
Einfachheit  nach,  und  Fialkowski  selbst  behauptet,  daß  bei  vielen  die 
Genauigkeit  für  Winkel  unter  90°  bis  auf  Sekunden  gehe.  In  der  Tat 
erweisen  sich  einzelne  Methoden  als  hervorragend  praktisch  und  zweck- 
mäßig, doch  kann  bei  vielen  wieder  eine  größere  Exaktheit  nur  durch 
vorheriges  Halbieren  oder  Vierteln  des  gegebenen  Winkels  erzielt  werden. 
Wir  greifen  eine  Anzahl  der  einfachsten  Konstruktionen  heraus,  um  sie 
einer  näheren  Betrachtung  zu  würdigen. 

1.  Die  Quadrantenmethode  (XII). 

Der  Name  kommt  daher,  daß  hier  die  Trisektion  eines  beliebigen 
spitzen  Winkels  auf  die  eines  Quadranten  zurückgeführt  wird.  Ist  näm- 
lich der  Winkel  ÄCB  =  (p  gegeben  (Fig.  140),  so  schlage  man  den  Kreis 
(7(1)  und  lege  durch  C  den  zu  ^(7  senkrechten  Durchmesser!)^.  Ferner 
schlage  man  die  Kreise  D{I)E)  und  E{DE),  die  sich  auf  der  Verlänge- 
rung von  AC  in  F  schneiden.  Die  Strecke  BF  bestimmt  dann  auf  DG 
den  Schnittpunkt  G.  Nun  konstruiere  man  weiter  den  Kreis  G{CG),  der 
auf  ^C  den  Punkt  H  ergibt,  und  den  Kreis  G{GG),  der  den  Quadranten 
GH  in  J  trifft.  Die  Sehne  HJ  =  ÄJ'  ist  dann  zugleich  die  Sehne  von 

—  im  Kreise  0(1).    Die  trigonometrische  Untersuchung  führt  für  den 
Winkel  ÄCJ'  =  rc  zu  der  Formel 


1)  Das  2000jährige  Problem  der  Trisektion  des  Winkels.    Wien  1896.    S.  7. 
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sm-^  =  |/3siiil5° 


sm  qp 


y  3  -f  cos  gj 

die  für  jeden  Winkel  cp  das  zugehörige  x  zu  berechnen  gestattet.  Eine 
von  Fialkowski  auf  diesem  Wege  gewonnene  Tabelle  läßt  erkennen,  daß 

der  Fehler  ^  —  x 

6 

mit  wachsendem 
(p  nicht  beständig 
wächst,  sondern 
bei  30°  ein  positi- 
ves und  bei  75°  ein 
^  negatives  Maxi- 
mum erreicht, 
während  er  zwi- 
schen 55°  und  56° 
durch  Null  hin- 
durchgeht. Die 
genaueren  Werte 
sind 


Kg.  140. 


^  =  30°        x=   9°  53' 55,4" 
^  =  75°        a;  =  25°10'59,6" 


0°   6'   4,6" 


-a;--0°10'59,6" 


Max. 


9)  =  55°40'  a;  =  18°33'21,6"  -|-^  =  _0°   0'    1,6". 

Die  eigentümliche  Beziehung  der  Drittelungssehne  zu  dem  Quadranten 
macht  diese  Methode  zu  einer  der  interessantesten,  das  relativ  kleine 
Intervall  für  den  Fehler  zu  einer  der  genauesten  unter  den  Näherungs- 
methoden. 

2.  Die  Zweikreismethode  (XIII). 

Hat  man  um  den  Scheitel  0  des  Winkels  ÄOB  =  cp  (Fig.  141)  den 
Kreis  0(1)  geschlagen,  so  verlängert  man  ^40  rückwärts  bis  zum  Schnitt 
C  mit  0(1)  und  beschreibt  den  Kreis  0(1).  Alsdann  bestimmt  man 
durch  die  Grerade  JBG  den  Punkt  D  auf  0(1)  und  zieht  DA.  Dadurch 
erhält  man  E  auf  0(1),  und  es  wird  behauptet,  daß  nahezu 

^EOC==^AOB 

ist. 

Da  die  Radien  BO,  OC  und  CD  einander  gleich  sind,  so  muß  die 
Gerade  DO  zu.  der  Relation 


^GOB=S'^COF 
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führen,  so  daß  nur  noch  zu  untersuchen  bleibt,  wie  weit  die  Annäherung 
des  Winkels  ÄOG  an  3-^  EOF  geht.  Setzt  man  nun  ^  EOF  =  x, 
so  gilt 


tang--  =  tang^ 


2  cos  — - 
qp  4 


2cos^+l 


und  man  sieht, 
daß  für  genü- 
gend kleine 
Winkel 


oder 


X  =  tt: 


Fig.  in. 


gesetzt  wer- 
den darf.  Da 
aber 

-^AOG  =  ^ 

ist,  so  ist  in 
diesem    Falle 

die  Gleichung  EOF  =  —  ÄOG  fast  genau  erfüllt,  und  damit  ist  die  Behaup- 
tung erwiesen.  Für  größere  Winkel  ist  der  Fehler  nicht  mehr  unmerklich 
er  beträgt  für  qp  =  60°  bereits  12,5'  und  wächst  für  9?  =  90"  auf  43'  an. 

3.  Die  NEWTONSche  Einschiebungsmethode  (XXV)  (s.o.  §  14) 
kann  man  mit  Fialkowski  zu  einem  bequemen  Näherungs verfahren 
umgestalten,  wenn  man  in  Figur  93  nicht  die  einzuschiebende  Strecke 
EF  =  2  macht,  sondern  wenn  man  die  bekannte  Strecke  DG  um 
CF  =  2  verlängert.  Dies  wird  offenbar  so  lange  ohne  merklichen  Fehler 
bleiben,  als  man  das  Dreieck  EFC  als  gleichschenklig  ansehen  darf. 
Man  kann  also  hiernach  einen  Winkel  BÄC  =  cp  (Fig.  142)  trisezieren, 
indem  man  den  Kreis  -4(1)  schlägt,  BÄ  bis  zum  Schnittpunkt  D  mit 
Ä(l)  verlängert,  DG  zieht  und  auf  seiner  Verlängerung  GF=2  abträgt. 
Die  Strecke  FÄ  ist  die  gesuchte  Trisektionslinie.  Um  ihre  Abweichung 
von  der  exakten  Lage  festzustellen,  benutzt  man  die  aus  A  0.4i^  leicht 
abzuleitende  Beziehung 


2  sin 


tang  X  = 


1  -f  2  cos 


9P 


80° 


90« 


worin  x  den  Winkel  FAG  bedeutet.  Sie  ergibt  für 

(p  =  20^      30°      40°        50°        60°         70° 
den  Fehler 

|-=13"      45"     1'49"     3'34"     6'14"     9' 59"   15' 3"   21' 40", 


X 
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und  man  ersielit  hieraus,  daß  dieses  höchst  einfache  Verfahren  zu  über- 
raschend guten  Resultaten  führt. 

4.  Eine  der  HuYOENSSchen  Methode  (§  33)  ähnliche  (XXYI) 
erhält  man,  wenn  man  bei  der  eben  besprochenen  Lösung  die  Strecke 
DG  nicht  um  den  Durchmesser  2,  sondern  nur  um  den  Radius  1  ver- 


längert und  den  Endpunkt  F 
mit  dem  G  diametral  gegen- 
überliegenden Punkte  0'  ver- 
bindet (Fig.  143).  Dement- 
sprechend ändert  sich  die  an- 
_^^Z)  gegebene  Formel  für  den  Tri- 
sektionswinkel  EAG  =  a;  in 


tang 


2-j-C08-| 


Fig.  143. 

30°      40» 


und  man  berechnet  aus  ihr 
für 


50" 


60^ 


70° 


80' 


90« 


^  g)  =  20» 
den  Fehler 

1-ä;  =  28"  1'22"  3' 38"   7 '8"     12' 28"  19' 58"  30' 6"  53' 20". 

o 

Ein  Vergleich  mit  der  letzten  Tabelle  lehrt,  daß  hier  die  Überein- 
stimmung beträchtlich  schlechter  ausfällt  als  oben  und  daß  man  sich 
daher  der  vorigen  Methode  mit  größerem  Vorteile  bedienen  kann. 

5.  Konstruktion  eines  Trisektionsbogens  (XXIX). 
Um   einen  Trisektionsbogen    zu  konstruieren,    zeichnet    man 
im    Kreise  0(1)   einen  Durchmesser  AG  (Fig.  144),    bestimmt    den 
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Punkt  D  durch,  die  Proportion  OD  :  DG  =  2  :1  und  schlägt  den  Kreis 
D(l).  Diesen  kann  man  als  Trisektionskreis  benutzen.  Den  zu  trisezie- 
renden  Winkel  9  bringt  man  in  die  Lage  AOB,  halbiert  den  Bogen 
AB  in  E  und  zieht  CE.  Dadurch  erhält  man  G  auf  D{\),  und  es  läßt 
sich  nachweisen,  daß  mit 
großer  Annäherung  arc  FG 

=  —  arc  AB  ist.  Nennt  man 

den  zu  arc  FG  oder  arc  AG' 
gehörigen  Zentriwinkel  x, 
so  findet  man  aus  dem  Drei- 
eck GDC: 

sm(rr--j=ysin-, 

und  hieraus  berechnet  man  zu 
(p  =  300         450 
60°        90« 
den  Fehler 

|--a;  =  25"      1'18" 
3' 3"     10' 17". 

Die  Tabelle  zeigt,  daß  der 
Fehler  mit  wachsendem 
Winkel  zunimmt,  daß  er 
aber  selbst  bei  90"  noch 
ziemlich  klein  bleibt,  so  daß 
auf  diesem  Wege  auch  bei 
größeren  spitzen  Winkeln 
noch  gute  Resultate  erzielt 
werden. 

rig.  145. 


6.  Ein  anderer  Trisektionsbogen. 

Weit  hervorragender  aber  als  die  des  vorigen  sind  die  Leistungen 
eines  zweiten  Trisektionskreisbogens.  Man  geht  wiederum  von  dem  Kreis 
0(1)  mit  dem  Durchmesser  AC  aus,  bestimmt  aber  diesmal  den  Punkt 
D  durch  die  Proportion  OD  :  DA  =  2:1  (Fig.  145).  Dann  errichtet 
man  den  zu  AC  senkrechten  Radius  OE  und  schneidet  durch  den  Kreis 
C{CE)  den  Punkt  F  auf  OA  aus.  Endlich  schlägt  man  noch  die  Kreise 
F(FA)  und  D(DA),  welch  letzterer  als  zweiten  Schnittpunkt  mit  OA 
den  Punkt  H  ergibt.  Der  Kreis  um  F  ist  der  Trisektionskreis.  Um  da- 
mit einen  Winkel  (p  zu  trisezieren,  zeichnet  man  -^AOB  =  cp  eio,  ver- 
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bindet  B  mit  A  und  legt  durcli  den  Schnittpunkt  O  dieser  Sehne  mit 
D  (DA)  den  Strahl  SG,  der  den  Kreis  um  F  in  J  trifft.  Der  durch  J 
gezogene  Radius  OK  triseziert  jetzt  den  Winkel  ^05.  Die  große  Exakt- 
heit, mit  der  dies  geschieht,  ersieht  man  aus  der  folgenden,  von  Fial- 
kowski  berechneten  Tabelle: 


q)  =  10» 

40  0 

70° 

90" 

100°        130°        160° 

3 

-x=    5" 

24" 

2' 2" 

3' 45" 
/ 

4' 35"      6' 33"      8' 32". 
Diese  Methode  ist  hier- 

/ 

^ 
^ 

A 

nach  eine  von  den  we- 
nigen,    die    auch    bei 
stumpfen  Winkeln  nicht. 
^/     versagen. 

Fig.  146. 


7.  Dielnterjektions- 
methode. 

Zu   den  besten  Er- 
gebnissen führt  die  von 
Fialkowski    sogenannte 
Methode  der  Interjek- 
tion.^) Um  den  Scheitel 
C     des     zu     teilenden 
Winkels  AGB  =  g)  (Fig.  146)  wird  der  Kreis  0(1)  geschlagen  und  der 
Radius  AG  bis  zum  Schnittpunkte  D  verlängert.    Man  zieht  dann  von 
D  aus   drei   Sehnen  Da,  Dh,  De,    die    im    Mittel    eine  Neigung  von 
2 

etwa  —  cp  gegen  den  Durchmesser  AD  haben,  und  trägt  auf  ihnen  die 

Strecken  ad  =  he  =  cf  =  1  von  der  Kreisperipherie  aus  ab.  Legt  man 
jetzt  durch  die  drei  Punkte  def  den  durch  sie  bestimmten  Kreisbogen^ 
der  die  Verlängerung  von  GB  in  m  trifft,  so  ist  mit  großer  Annähe- 
rung auch  die  Strecke  nm  zwischen  dem  Schenkel  GB  und  der  Peri- 
pherie gleich  dem  Radius  1,  somit 

^  nGA  =  2  ^ nDA  =  2  ^ DnG  =  4:^nGm, 

oder  1 

^nGB=^~(p. 

Man  sieht,  daß  die  Methode  darauf  hinauskommt,  den  Bogen  der 
PASCALSchen  Schnecke  (§  29)  durch  einen  Kreisbogen  zu  ersetzen, 
und  dies  muß  in  der  Tat  als  ein  glücklicher  Gedanke  bezeichnet  werden. 
Freilich  die  Begeisterung,  mit  der  Fialkowski  von  seiner  Entdeckung 
spricht,  in  der  er  eine  geometrisch  richtige  Lösung  des  alten  Problems 
glaubte  gefunden  zu  haben,  muß  stark  eingeschränkt  werden.  „Diese 

1)  N.  Fialkowski,  Die  vollständige  Trisektion  des  Winkels.  Die  Lösung  des 
2000jälirigen  Problems  auf  elementar -geometrischem  Wege.  Wien  1893.  — 
S.  Wellisch,  Das  2000  jätrige  Problem  der  Trisektion  des  Winkels.  Wien  1896.  S.  9. 
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Begebenlieit";  so  schreibt  er,  „wird  in  der  Matliematik  als  ein  Ereignis 
darum  angesehen  werden,  weil  es  durch  ihre  Beschaffenheit  und  ihre 
Folgen  insoferne  die  Aufmerksamkeit  auf  sich  ziehen  muß,  als  das,  was 
die  Mathematiker  nach  2000  Jahren  schließlich  für  unmöglich  erklärten, 
jetzt  möglich  geworden  ist,  daher  ein  Paradoxon  aufgetaucht  ist,  wel- 
ches in  den  Annalen  der  Mathematik  seines  Gleichen  nicht  haf  Auch 
diese  Konstruktion  ist  eben  lediglich  eine  approximatiye,  sie  unter- 
scheidet sich  in  dieser  Hinsicht  nicht  im  geringsten  von  den  zuerst  be- 
sprochenen, 

§  35.  Neuere  Näliernngsmethoden. 

Die  Figur  des  Abiil  Rihän  Albirüni  (§  15),  die  uns  schon  mehr- 
fach wieder  begegnete,  ist  einer  Erweiterung  fähig,  auf  die  der  Volks- 
schullehrer Averdiek  aufmerk- 
sam gemacht  hat.^)  Wenn  der 
Winkel  AGB  =  a  gezeichnet 
und  um  seinen  Scheitel  der 
Kreis  0  (1)  geschlagen  ist 
(Fig.  147),  so  kann  man  einen 
beliebigen  Radius  CD  ziehen, 
um  Ä  einen  Kreisbogen  mit 
dem  Radius  AD  konstruieren, 
der  den  Radius  CD  zum  zweiten 
Male  in  E  trifft,  und  durch  E  die  Parallele  zu  der  Verbindungslinie 
von  D  mit  der  Mitte  der  Sehne  AB  legen.  Der  durch  sie  auf  AB  aus- 
geschnittene Punkt  K  begrenzt  mit  A  die  Sehne  AK  von  —  cc.    Eine 

von  K.  ScHWERiNG  und  E,  Lampe  unternommene  trigonometrische  Unter- 
suchung lehrt,  daß  zwischen  AK,  Winkeln  a  und  ß  =  ACD  der  Zu- 
sammenhang 


Fig.  147. 


,^         .      .        2cos-.sm(^--ßjsin- 
AK=  sin- -^-^ 

2 

besteht,  und  diskutiert  die  Frage  nach  dem  Minimum  und  dem  Maximum 
des  Fehlers,  den  man  durch  mehr  oder  weniger  günstige  Wahl  des  Ra- 
dius CD  begeht.  Da  der  exakte  Wert  von  AK  die  Größe  2  sin—  hat, 
so  beträgt  der  für  ein  bestimmtes  ß  zu  erwartende  Fehler  der  Sehne 

/  ^       2.sial.sin(|-^) 

cos^ttang- -^^ 

\  Bin — — ^ 


1)  K.  ScHWEEiNG,  Programm  des  Gymnasiums  zu  Coesfeld  1886.  E.  Lampe, 
Über  eine  Maximalaufgabe  zur  angeblichen  Dreiteilung  eines  Winkels  von  Aver- 
diek.   Grelles  Journal  105.    S.  355. 
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und  dieser  verschwindet  für 

sin(|-/,)[sm(|-/3)-i-tang|]  =  0, 

d.  h.  für  /5  ==  —  >  und  dann  bei  niclit  zu  großen  Werten  von  a  (z.  B. 


cc< 


-j  auch  für  ß 


a  .  .  7 

Dagegen  erreicht  er  ein  Maximum  bei  ß^^  —  a. 

Zieht  man  also 
CD  immer  un- 
ter demWinkel 

ß  =  ~,  was  ja 

sehr  leicht  zu 
erreichen  ist,  so 
ist  die  Trisek- 
tion eine  ganz 

vorzügliche, 
der  Fehler  be- 
trägt z.  B.  bei 
a  =  900nur2'. 
Auf  wesent- 
lich   anderen 


Mg.  148. 


Überlegungen  beruht  ein  von  A.  v.  Feank^)  empfohlenes  Verfahren.  Ge- 
geben sei  der  Winkel  HOB  =  2cc,  und  man  habe  den  Kreis  0(1)  ge- 
schlagen, der  die  Verlängerung  von  BO  in  Ä  schneidet  (Fig.  148). 
AH  treffe  die  in  B  an  den  Kreis  gelegte  Tangente  in  C,  und  der  Strahl 
ÄL  möge  den  Bogen  BH  in  D  im  Verhältnis  2  : 1  teilen.  Es  sei  ferner 
M  die  Mitte  von  OB,  und  ÄL  treffe  OH  in  K  Schließlich  sei 
OG\\MF\\BL  und  außerdem  MK\\  OE.  Aus  der  Figur  entnimmt  man 
dann  ohne  weiteres  die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  AOD  und  JDEO  und 
damit  die  Proportion 

^Z> :  1  =  1 :  ^D. 

Andrerseits  gelangt  man  durch  Anwendung  des  Kathetensatzes  auf  das 
rechtwinklige  Dreieck  ABL  zu  der  Proportion 

AD:2^2:AL. 

Durch  Vergleich  beider  stellt  man  fest: 

ED  =  ^AL. 

4 
1  .  1  . 

-rAB  und  somit  auch  GF=—AL  ist,  so  hat  man  weiter 


DaaberOiJf  = 


und  daher  schließlich 


aF  =  ED 
GE  =  FR 


1)  Archiv  II 11.  1892.  S.  207. 
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Endlicli  sind  auch  die  Dreiecke  OOE  und  FMK  einander  ähnlicli,  und 
zwar  stehen  die  homologen  Seiten  im  Verhältnis  2  :  3.  Damit  gelangt 
man  zu  dem  Schlußergebnis 

GE  =  FD===^FK. 

o 

Der  Punkt  D  wird  also  dann  den  Bogen  BH  trisezieren,  wenn  der 
zwischen  das  Lot  MN  und  die  Parallele  MP  fallende  Abschnitt  FK 
des  Strahles  AL  durch  die  Kreisperipherie  im  Verhältnis  2  : 1  geteilt 
wird.  Natürlich  ist  es  nicht  möglich,  diese  Lage  von  AL  mit  Zirkel 
und  Lineal  exakt  zu  ermitteln,  und  man  wird  sich  begnügen  müssen, 

sie  näherungsweise  festzu- -„^  , 

legen.  Das  geschieht  nun 
sehr  leicht  mit  Hilfe  von  ^P. 
Da  man  nämlich  innerhalb 
gewisser  Grenzen  FK  und 
^P ais  parallel  ansehen  darf, 
so  wird  durch  den  Strahl 
DJf  auch  von  ^P  ein  Drittel 
abgeschnitten,  und  man 
kann  daher üfZ)  bestimmen, 

indem  man  PP  =  —  PQ  macht  und  MD  durch  P  zieht.  Die  Konstruktion 

besteht  also  lediglich  darin,  daß  manilfP||  OIT zeichnet,  P  mit  A  verbindet 
und  den  Schnittpunkt  Q  mit  dem  Mittellot  MN  ermittelt.  Hierauf  teilt 
man  FQ  in  drei  gleiche  Teile  und  zieht  durch  den  ersten  Teilpunkt  P 
von  P  aus  die  Strecke  MD.  Der  hierdurch  gefundene  Punkt  D  triseziert 
den  Bogen  PZT  mit  um  so  größerer  Annäherung,  je  mehr  die  Bedingung 
FK  II  QF  erfüllt,  d.  h.  je  kleiner  der  gegebene  Winkel  ist. 

Nach  der  Methode  von  E.  Cominotto^)  triseziert  man  einen  Winkel 
ABC  =  cp  auf  folgende  Weise.  Den  Radius  BA  des  Kreises  P(l)  teilt 
man  durch  D  und  E  in  drei  gleiche  Teile  (Fig.  149)  und  schlägt  die 
Halbkreise  E(EA)  und  B{BD),  durch  welch  letzteren  man  auf  PO  den 
Punkt  G  und  auf  der  Verlängerung  von  AB  den  Punkt  F  erhält.  Nun 
trägt  man  in  E{EA)  die  Sehne  AH  =  DG  ein,  zieht  von  D  aus  einen 
Strahl  durch  H  und  bestimmt  auf  diesem  den  Punkt  J  durch  den  Bogen 
D(DA).  Endlich  legt  man  eine  Gerade  durch  F  und  J  und  schneidet 
auf  ihr  den  Punkt  K  durch  den  Bogen  F(FÄ)  aus.  Der  Kreis  mit  dem 
Durchmesser  AK  geht  dann  durch  J,  da  AJ  senkrecht  auf  FK  steht, 
und  trifft  den  Bogen  AC  in  einem  Punkte  T  derart,  daß  mit  großer 
Annäherung 

arc  AT  =  —  arc  AC 

6 


1)  Trisezione  approssimata    delT  angolo,    Padova  1895.     Enriques,  Fragen 
der  Elementargeometrie  II,  S.  254. 
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dieser  Parallelen  die  Strecke  B  G 


,^-iG 


ist.  Es  läßt  sich  nachweisen,  daß  die  auf  diese  Weise  erzielte  Annähe- 
rung um  so  besser  ist,  je  kleiner  man  den  Winkel  (p  wählt.  Bei  (p  =  180° 
beträgt  aber  der  Fehler  schon  ca.  2°,  so  daß  die  Methode  für  so  große 
Winkel  nicht  mehr  in  Betracht  kommen  kann. 

Den  Schluß  bilde  die  Approximation  von  Pompeo  Monti.^)  Nach 
dieser  hat  man  den  Winkel  ABC  =  cp  (Fig.  150),  nachdem  man  um 
seinen  Scheitel  den  Kreis  B{V)  geschlagen  hat,  durch  BD  zu  halbieren 
und  durch  den  Punkt  D  die  Parallele  zu  BG  zu  ziehen.  Wird  dann  auf 

—  abgetragen  und  G  mit  D  sowie 

B  mit  G  verbunden,  so  teilt  der  Schnittpunkt 
H  dieser  Verbindungslinien  GD  im  Verhältnis 

2  :  1,  und  es  ist  folglich   DH  =  ~  GD.   Man 

zeichnet  jetzt  weiter  von  B  aus  einen  Strahl  BL, 
der  mit  BD  den  Winkel  LBD  =  GBD  ein- 
schließt, schneidet  auf  BD  die  Strecke 

BM  =  ^BD 

6 

ab  und  errichtet  in  M  die  Senkrechte  auf  BD, 
dieBL  in  JV  trifft.  Durch  JVS^  wird  nun  auf  dem 
Bogen  AG  ein  Punkt  T  ausgeschnitten,  der  mit 
G  fast  genau  ein  Drittel  des  Bogens  AG  begrenzt.  Wie  Giovanni  Schia- 
PAßBLLi  gezeigt  hat,  läßt  sich  durch  sukzessive  trigonometrische  Berech- 
nung der  einzelnen  in  der  Figur  vorhandenen  Dreiecke  die  Grenauigkeit 
der  Methode  prüfen,  und  es  hat  sich  dabei  herausgestellt,  daß  bei  keinem 
spitzen  Winkel  der  Fehler  die  Größe  von  7'  erreicht.  Aber  auch  bei 
180*^  ist  der  Fehler  nur  von  der  angegebenen  Größe,  so  daß  bei  spitzen 
und  stumpfen  Winkeln  gleich  vollkommene  Ergebnisse  gewonnen  werden. 


Fig.  150. 


6.  Trisektionsinstrumente. 

§  36.  Instrumente  zur  mechanischen  Ausführung 
der  Einschiebungsmethoden. 

Die  Anwendung  der  in  §  14  auseinandergesetzten  Einschiebungs- 
methode  legte,  wie  wir  sahen,  die  Benutzung  eines  Lineals  oder  Papier- 
streifens nahe,  auf  dem  die  einzuschiebende  Strecke  angegeben  war.^) 
Diesem  ältesten  und  primitivsten  Trisektionsinstrumente,  das  gleich- 
wohl seinen  Zweck  in  vollkommenster  Weise  erfüllte,  reihten  sich  im 

1)  Regola  generale  per  la  soluzione  grafica  della  trisezione  dell'  angolo  di 
P.  Monti,  seguita  dalla  dimostrazione  del  prof.  G.  Schiaparelli.  II  Politecnico  .1895. 
Enriques,  Fragen  der  Elementargeometrie  II,  S.  258. 

2)  Ygl.  auch  A.  v.  Fkank,  Zur  näherungsweisen  Dreiteilung  eines  Winkels. 
Archiv  II  11,  1892.  S.  207. 


Zirkel  von  Hermes.     Apparat  von  Cava 
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Laufe  der  Zeit  eine  ganze  Reihe  anderer  Vorrichtungen  an,  mit  denen 
man  gleichfalls  die  Einschiebung  mechanisch  zu  vollziehen  strebte.  Am 
deutlichsten  wohl  läßt  diese  Absicht  der  Zirkel  von  Hermes^)  er- 
kennen (Fig.  151).  Die  iu  ihrer  Distanz  unveränderlichen  Spitzen  B  und 
C  der  um  die  Achse  E  drehbaren  Gabel  BEG  liegen  mit  der  Zirkel- 
spitze A  beim  Aufsetzen  auf  die  Zeichenebene  stets  in  einer  Geraden.  Man 

kann  also  BG  als  die  einzuschiebende  Strecke, 
A  als  das  feste  Zentrum,  durch  das  die  Richtung 
dieser  Strecke  ja  immer  hindurchgehen  mußte, 
betrachten,  woraus  sich  der  Gebrauch  des  Instru- 


Kg.  152.  ^ 


mentes  bei  den  verschiedenen  Einschiebungsaufgaben  von  selbst  ergibt. 
Das  Prinzip  der  Einschiebung  liegt  auch  einem  schon  1695  von 
dem  Jesuitenpater  Thomas  Ceva^)  beschriebenen  Apparate  zugrunde 
(Fig.  152).  Er  besteht  aus  vier  Linealen  ae,  af,  hd  und  cd,  von  denen 
J)d  und  cd  dieselbe  Länge  haben  wie  ah  und  ac,  und  die  in  den  Punkten 
a,h,c,d  drehbar  miteinander  verbunden  sind.  Um  den  Winkel  gdh  damit 
zu  trisezieren,  beschreibt  man  um  den  Scheitel  mit  dem  Radius 

dg  =  dh  =  dh  =  de 

einen  Kreis,  bringt  das  Instrument  mit  dem  Punkte  d  in  den  Kreis- 
mittelpunkt und    legt   die   Schenkel  ae  und  af  durch  g  und  Ji.    Der 

Winkel  eaf  ist  dann  von   selbst  —-^gdh.    Man  braucht  sich  in  der 

Figur  nur  noch  die  Zentrale  durch  a  gezogen  zu  denken,  so  hat  man 
die  Einschiebung  des  Archimedes  vor  sich. 

Ein  ähnliches  Instrument  soll  Ehrbnpeied  Walther  v.  Tschirnhaus 
(1651 — 1708)  erfunden  haben.  In  demselben  Bande  der  Acta  Erudito- 
rum,  der  die  Beschreibung  des  Apparates  von  Ceva  enthält,  teilen  die 
Herausgeber  einen  an  sie  gerichteten  Brief  eines  P.  W.  mit,  in  dem  es 

1)  Dyck,  Katalog  mathematischer  Modelle,  S.  225,  Nr.  96.  Vgl.  auch  J.  J. 
Sachse,  Zur  mechanischen  Drittelung  eines  Winkels,  S.  21. 

2)  Thomae  Cevae  e  soc.  Jesu  Instrumentum  pro  sectione  cujuscunque  anguli 
rectilinei  in  partes  quotcunque  aequales.     Acta  Erud.  MDCXCV,  S.  290. 

Mitzscherling:  Problem  der  Kreisteilung  JQ 
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Fig.  153. 


heißt ^):  Caeterum  Domini  Cevae  instrumentum  ...  in  memoriam  mihi 
revocavit  Circinum  ad  epsdem  usus  excogitatum  ab  illustri  viro  D.  T., 
cujus  fabricam  ille  jam  A.  1675  Parisiis  cum  Clar.  Clerselerio  aliisque, 
&  ex  Gallia  redux  mecum  quoque  communicavit.  Die  Grundidee  ist  die- 
selbe wie  bei  Ceva.  Zwei  Lineale  ae  und  af  (Fig.  153)  sind  in  a  drehbar 

miteinander  verbunden,  zwei  weitere  hd  und 
dg  von  der  Länge  ah  =  hd  =  dg  können 
sich  auf  ae  und  af  mit  den  Punkten  d 
und  pf  verschieben  und  um  den  festen  Punkt  h 
drehen.  Ferner  ist  ein  in  Grade  und  Minuten 
eingeteilter  metallener  Kreisbogen  mit  dem 
Mittelpunkt  in  d  angebracht,  der  die  Größe 
des  Winkels  gdf  abzulesen  oder  einzustellen 
gestattet.  Abgesehen  von  diesem  nebensäch- 
lichen Transporteur  kann  man  also  sagen, 
daß  das  Instrument  von  Tschirnhaus  die 
Hälfte  eines  solchen  von  Ceva,  oder  viel- 
leicht besser,  daß  das  letztere  ein  verdop- 
peltes Instrument  von  Tschirnhaus  sei,  wo- 
bei die  gleitenden  Teile  durch  rotierende 
ersetzt  wurden. 

Das  Prinzip  eines  von  Reichart^)  an- 
gegebenen Apparates  verwirklicht  sehr  deut- 
lich die  in  Figur  94  dargestellte  Trisektion. 
An  dem  beweglichen  Parallelogramm 
CD  HG  (Fig.  154)  sind  noch  zwei  um 
C  und  B  drehbare  Lineale  befestigt,  und 
es  ist  CB  =  BA  =  CD^  GH.  D  bringt 
man  mit  dem  Scheitel,  HC  und  DH  mit 
den  Schenkeln  des  gegebenen  Winkels 
zur  Deckung.  Dann  verschiebt  man  das  Lineal  ABE  derart,  daß  Ä 
immer  an  CG  entlang  gleitet.  In  dem  Augenblick,  wo  die  Ziehkante 
dieses  Lineals  durch  D  geht,  triseziert  sie  den  Winkel  CBH.  B  und 
D  liegen  ja  auf  einem  Kreise  um  (7,  und  der  Radius  dieses  Kreises  ist 
als  Strecke  BÄ  so  zwischen  die  Peripherie  und  die  zu  DH  parallel 
gehende  Gerade  CG  eingeschoben,  daß  seine  Verlängerung  durch  D 
geht.  Das  aber  war  gerade  die  Lösung,  die  in  Figur  94  zur  Darstellung 
gebracht  war. 

Endlich  sei  hier  ein  von  Q.  Amadori^)  konstruierter  Mechanismus 

1)  S.  322.  Vgl.  Weissenboen,  Lebensbeschreibung  des  E.  W.  v.  Tschirnhaus. 
S.  72  Anm. 

2)  Naturwiss.  Wochenschrift  N.  F.  III  (1904)  S.  394. 

3)  Trisezione   d'un  angolo   qualunque   mediante   riga  e  compasso.     Savona 
1883.     Enriques,  Fragen  der  Elementargeometrie  II,  250. 


Fig.  154. 
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erwähnt,  der  ebenfalls  der  griecliisclien  Einschiebungsidee  seine  Ent- 
stehung verdankt  (Fig.  155).  Er  besteht  aus  einer  Metallscheibe,  aus 
der  ein  Halbkreis  CMND  mit  dem  Durchmesser  CD  und  dem  Mittel- 
punkt 0  und  eine  trapez- 
förmige Öffnung,  deren 
untere  Begrenzung  einen 
zu  demselben  Kreis  um 
0  gehörigen  Bogen  dar- 
stellt ,  ausgeschnitten 
sind.  Mit  ihr  ist  ein 
Lineal  PQ  verbunden, 
das  in  der  Richtung 
seiner  Ziehkante  zwei 
feste  Zapfen  P  und  Q 
trägt,  von  denen  Q  in 
einer  Führung  in  der 
Richtung  der  Sym- 
metrielinie LZ  sich  ver- 
schieben, P  aber  an  dem 
Durchmesser  CD  ent- 
langgleiten kann ;  die 
Zapfen  sind  so  fixiert, 
daß  ihre  Entfernung  PQ 
mit  dem  Kreisdurch- 
messer CD  überein- 
stimmt. Infolgedessen 
muß  sich  der  Mittel- 
punkt Ä  von  PQ  stets 
auf  dem  Kreisbogen  AB 
des  Trapezes  verschie- 
ben, und  es  muß  bei  jeder  Lage  ÄQ  gleich  dem  Kreisradius  sein.  Man 
erreicht  also  mit  dem  Instrument  eine  Einschiebung  des  Radius  zwischen 
die  Peripherie  des  Kreises  um  0  und  die  Symmetrielinie  LZ,  wobei  seine 
Verlängerung  durch  einen  beliebigen  Punkt  R  des  Halbkreises  hindurch- 
gelegt werden  kann,  d.  h.  man  erreicht  eben  genau  das,  was  bei  der 
Einschiebungsmethode  verlangt  wurde.  Die  Größe  des  Winkels  kann 
offenbar  von  0"  bis  180*^  variieren,  und  man  kann  ihn  entweder  in  die 
Lage  POZ  bringen,  besonders  wenn  es  ein  spitzer  Winkel  ist,  oder  in 
die  Lage  POS,  wobei  seine  Halbierungslinie  auf  die  Symmetrielinie  LZ 
des  Instruments  gelegt  werden  muß. 


10' 
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§  37.  Andere  Trisektionsmechanismen. 

Zu  den  Trisektionsinstrumenten  kann  man  alle  die  Instrumente  reck- 
nen,  die  zur  Erzeugung  der  Trisektionskurven  im  weitesten  Sinne  dienen. 
Dazu  gehörten  dann  alle  Kegelschnittzirkel,  alle  Vorrichtungen  zur  Er- 
zeugung von  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung  sowie  gewisser  höherer 
Kurven.  Wie  indessen  der  Begriff  der  Trisektionskurve  erheblich  ein- 
geschränkt wurde,  so  wird  den  Namen  Trisektionszirkel  oder  Trisek- 

tionsinstrument  naturgemäß  nur  ein 
solcher  Apparat  verdienen,  der  in  un- 
mittelbarer Beziehung  zum  Trisektions- 
problem  steht.  Am  einfachsten  und 
handlichsten  unter  diesen  sind  wohl  die 
Kurvenschablonen,  die  man  sich 
von  vielen  Trisektionskurven  selbst 
leicht  und  genau  herstellen  kann  und 
die  z.B.  von  Franz  Walter^)  (Hyperbel), 
H.  HipPAUP^)  (Pascalsche  Schnecke), 
G.  Emsmann^)  (Maclaurinsche  Trisek- 
trix)  u.  a.  empfohlen  worden  sind,  Zir- 
kel zum  Beschreiben  der  Trisektions- 
kurven sind  früher  bei  Besprechung 
der  Kurven  selbst  angegeben  worden. 
Es  bleiben  daher  jetzt  nur  noch  eine 
Anzahl  Methoden  und  Modelle  zu  be- 
handeln, die  auf  besonderen  Prinzipien 
beruhen. 

Wir  erinnern  uns,  daß  jedes  Problem  vom  dritten  Grade  mit  Hilfe 
von  zwei  rechten  Winkeln  gelöst  werden  konnte  (§  10).  Wenden  wir 
die  früheren  Auseinandersetzungen  auf  die  Trisektionsgleichung  (§  12) 
y^  —  ^y  —  2a  =  0  an,  so  ist  COEF  in  Figur  156  der  repräsentierende 
und  CYZF  der  auflösende  Linienzug.  Folglich  ist  OF  eine  Wurzel  der 

gegebenen  Gleichung,  oder  0X  =  — Ol^eine  Wurzel  von 

4:X^  —  3x  —  a  —  0, 

und  die  Ecken  des  gleichseitigen  Dreiecks  P^  Pg  Pg  sind  die  gesuchten 
Trisektionspunkte.  Denkt  man  sich  übrigens  den  rechten  Winkel  CEF 
mit  den  Punkten  C  und  F  fest,  zieht  durch  F  alle  möglichen  Strahlen 
FZ',  errichtet  in  Z'  jedesmal  die  Senkrechte  Z'Y'  auf  FZ'  und  be- 
stimmt Y'  als  Fußpunkt  des  Lotes  von  C  auf  Z'Y',  so  ist  der  Ort  der 
Punkte  Y'  eine  Kurve,  die  ihrer  verschlungenen  Form  wegen  mit  dem 

1)  Grunerts  Archiv  34.    1860.    S.  295. 

2)  Hoffmannsche  Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterriclit,  3.  1872.  S.  236. 
S)  Hoffinann  7,  1876,  S.  110;  8,  1877,  S.42. 
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Ivamen  Ophiuride  oder  Schlangenscliwaiizkurve  belegt  worden  ist. 
Ihre  Beziehung  zum  Trisektionsproblem  ist  zum  ersten  Male  von  D.Uhl- 
HOBN^)  (1809)  untersucht  worden. 

Mit  Kurven,  auf  die  wir  später  noch  zu  sprechen  kommen  werden, 
läßt  sich  das  folgende  Instrument  in  Verbindung  bringen  (Fig.  157)^). 
Es  besteht  aus  einem  rechten  Winkel  BBE,  dessen  Schenkel  DE  rück- 
wärts bis  A  verlängert  ist,  und  aus  einem  starr  mit  DE  verbundenen 
Halbkreis  DFE.   Die  Verlängerung  ist  so  gewählt,  daß 

DA  =  DO=-  OE 

ist.  Hat  man  nun  einen  Winkel  ABF  und 
verschiebt  das  Instrument  so,  daß  die  Kante 
DB  immer  durch  den  Scheitel  B  geht  und 
der  Punkt  A  dabei  immer  auf  dem  Schen- 
kel BA  gleitet,  bis  der  Halbkreis  den 
andern  Schenkel  BF  in  F  berührt,  so  wird 
der  Winkel  DBF  durch  BO  und  der  Win- 
kel ABO  durch  BD  halbiert,  d.  h.  der  ge- 
gebene Winkel  ist  durch  BD  und  BO  tri- 
seziert.  Die  erwähnten  Kurven  erhält  man 
als  Ort  des  Punktes  0  bei  der  vorgeschrie- 
benen Bewegung  des  Instrumentes,  und  man 
könnte  0  auch  als  ihren  Schnittpunkt 
mit  der  im  Abstände  Z)0  zu  BF  gezogenen 
Parallelen  bestimmen  (vgl.  §  59). 

Ein  von  A.  Rönisch^)  erfundener  Tri- 
sektor beruht  auf  dem  Gesetz,  daß  das 
virtuelle  Bild  bei  einem  ebenen  Spiegel  gerade  so  weit  hinter  dem 
Spiegel  liegt,  als  der  Gegenstand  davor.  Denkt  man  sich  um  den  Schei- 
tel G  des  Winkels  AGB  einen  Kreis  geschlagen  (Fig.  158a)  und  ver- 
schiebt auf  diesem  von  A  aus  einen  Spiegel  0  und  von  B  aus  eine 
Marke  P,  und  zwar  so,  daß  die  Verschiebungen  von  0  und  P  stets  gleich 
groß  sind,  so  wird  das  Spiegelbild  einer  in  A  fest  angebrachten  Marke 
dann  mit  der  Marke  P  sich  decken,  wenn  0  genau  in  der  Mitte  zwischen 
A  und  P  sich  befindet.  Da  aber  dann  Avegen  der  Gleichheit  der  Ver- 
schiebungen auch  der  Bogen  BP  gleich  dem  Bogen  AO  sein  muß,  so 
ergeben  die  Punkte  0  und  P  in  dem  betrachteten  Momente  die  Trisek- 
tionspunkte  des  Bogens  AB.  Ein  aus  dieser  Überlegung  hervorgegan- 
genes Instrument  muß  also  in  erster  Linie  die  zur  Halbierungslinie  des 
Winkels  AGB  symmetrische  Bewegung  des  Spiegels  0  und  der  Marke  P 

1)  Entdeck-angen  in  der  höheren  Geometrie.     Oldenburg  1809. 

2)  Vgl.  Arthur  Good,  La  science  amüsante. 

3)  Centralzeitung  für  Optik  und  Mechanik  XVI  253,  1895.  Ztschr.  f.  phys. 
und  ehem.  Unterricht  IX  141,  1896. 


Kg.  157 


150 


B  I.  6.  Trisektionsinstrumente 


verwirklicilen.  Rönisch  erreiclit  dies,  indem  er  einen  in  seinen  Ecken 
beweglichen  Rhombus  EOCP  (Fig.  158b)  konstruiert,  dessen  Eckpunkt 
E  auf  einem  mit  einer  Führung  versehenen  Lineal  CE  sich  beliebig 
verschieben  läßt.  Auf  CO  ist  der  Spiegel,  auf  CP  die  Marke  angebracht. 
Von  C  aus  geht  dann  noch  ein  ebenfalls  beweglicher  Arm  CA,  der  in 
der  Entfernung  CA  =  CP  die 
feste  Marke  trägt.  Mit  Hilfe 
eingesetzter  Spitzen  bringt 
man  C  auf  den  Scheitel,  A  auf 
den  einen  Schenkel  und  das 
Leitlineal  für  E  auf  die  Hal- 
bierungslinie des  gegebenen 
Winkels.  Dann  verschiebt  man 


-'  B 


E  in  seiner  Führung,  bis  die  oben  angegebene  Einstellung  erreicht  und 
damit  die  Trisektion  vollzogen  ist. 

Von  sehr  hübschen  geometrischen  Sätzen  ist  Hermes^)  bei  Kon- 
struktion seiner  Instrumente  ausgegangen.  Hermes  setzt  zwei  gleich- 
große Kreise  M  uud  M^  voraus,  von  denen  jeder  durch  den  Mittelpunkt 
des  andern  geht  (Fig.  159).  Eine  Gerade  möge  sich  parallel  zur  gemein- 
samen Zentrale  MM^  bewegen,  sie  schneidet  dann  die  beiden  Kreise 
im  allgemeinen  in  vier  Punkten.  Sind  A  und  B  die  beiden  am  weitesten 
voneinander  entfernten  Punkte  und  ist  S  der  eine  Schnittpunkt  der 
beiden  Kreise,  so  wird  der  Winkel  AMB  durch  MS  triseziert.  Denn 
da  die  Bogen  AS  und  BS  stets  gleich  sind  und  auch  die  Radien  beider 
Kreise  übereinstimmen,  so  können  wir  den  Peripheriewinkel  SMB  mit 
dem  Zentriwinkel  AMS  vergleichen  und  finden  so 

^AMS=2-^BMS. 


1)  Wissenscliaftlicli-praktisclie  Lösung  der  Winkeldrittelung  (Trisektion)  auf 
Grund  der  Kreislehre,  Von  Hermes,  Hauptmann  und  Compagnie-Chef  im  Infan- 
terie-Reg.  Nr.  128  (Danzig).  Hoffmanns  Ztschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht  XXH, 
1891,   401. 
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Bei  Bewegung  der  Geraden  bleibt  der  Trisektionsstrabl  MS  immer 
fest.  Da  aber  auch  die  Bogen  CS  und  DS  stets  einander  gleich  sind, 
so  ist  aucb 

^DMS  =  2'-^CMS. 

Das  beißt,  der  Strahl  MS  triseziert  sowohl  den  Winkel  AMB  als  auch 
den  Winkel  CMD.  Hermes  spricht  dieses  Ergebnis  in  dem  Satze  aus: 
„Bewegt  sich  eine  Gerade^jB  in  paralleler  Lage  zur  Zen- 
trale MM^  über  die  Flächen  zweier  gleicher,  mit  den  Um- 
fangen gegenseitig  durch  ihre  Mittelpunkte  laufenden  Kreise, 
so  werden  durch  die  Schnittpunkte  A  und  B  dieser  Geraden 
und  der  Kreise  sämtliche  Winkel  von  0"  bis  360"  um  M  als 
Scheitelpunkt  ihrer 
Lage  nach  derart  be- 
stimmt, daß  MS  die 
Drittelungslinie  aller 
so  entstehender  Win- 
kel ist  und  SMB  stets 
den  dritten  Teil  des  ^^ 
Winkels  ^ilf^  bildet." 
Dazu  bemerken  wir 
noch  zweierlei.  Zunächst 
folgt  aus  der  Gleichheit  der 
Bogen  AA'  nndBB',  daß 
^AMA'  =  2-^BMB' 
ist,  und  daß  daher  auch 

^B'MB"  =  2"^BMB' 

sein  wird,  da  B'MB"  der  Scheitelwinkel  zu  AMA'  ist.  Der  Winkel 
BMB"  wird  somit  durch  MB'  triseziert.  Andrerseits  ergibt  die 
Gleichheit  der  Bogen  B' B  und  M^D,  daß  3I^B  parallel  zu  MD  ist, 
und  daß  MM^BD  infolgedessen  ein  Parallelogramm,  speziell 
ein  Rhombus  sein  muß. 

Das  erste  Instrument  von  Hermes  besteht  nun  aus  einer  Anzahl 
drehbar  miteinander  verbundener  Lineale  (Fig.  160),  von  denen 

AM=MM^=M^B    und  AL  =  BL 

gemacht  ist.  An  dem  mittleren  Lineal  MM^  ist  senkrecht  dazu  im 
Mittelpunkt  eine  lange  Schiene  befestigt,  die  mit  einer  Führung  für  den 
Punkt  L  versehen  ist.  Verschiebt  man  L  in  dieser  Führung,  so  müssen 
A  und  B  Kreise  um  M  und  M^  beschreiben,  die  gegenseitig  durch  ihre 
Mittelpunkte  gehen,  während  gleichzeitig  die  Verbindungslinie  von  A 
und  B  immer  parallel  zu  MM^  bleibt.  Das  Instrument  verwirklicht  also 
genau  die  in  dem  Satz  von  Hermes  ausgesprochenen  geometrischen  Be- 
ziehungen, und  man  hat  daher  nur  nötig,  durch  Verschieben  des  Punktes 
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L  diejenige  Einstellung  herbei  zufuhr  en,  bei  der  M  auf  den  Scheitel,  Ä 
und  B  auf  die  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  gebracht  werden  können. 
Der  auf  dem  Instrument  angegebene  Punkt  S,  der  mit  M  und  M^  ein 
gleichseitiges  Dreieck  bildet,  gestattet  dann,  den  Trisektionsstrahl  MS 
festzulegen. 

Es  ist  klar,  daß 
die  Eigenart  des  In- 
strumentes zunächst 
nur  eine  Trisektion 
der  Winkel  zwischen 
60"  und  180°  zuläßt. 
Ist  aber  der  gegebene 
Winkel  kleiner  als 
60'',  so  hilft  man  sich 
damit,  daß  man  den 
Winkel  BMB"  in 
Figur  159  als  gegeben 
betrachtet.  Man  sieht, 
daß  man  dann  nur  auf 
seinen  Nebenwinkel 
AMB  das  Instrument 
einzustellen  braucht, 
worauf  der  Punkt  M^ 
sofort  den  gesuchten 

Trisektionsstrahl 
MB'  ergibt.  Und  ist 
der  vorgelegte  Win- 
kel größer  als  180°, 
so  können  wir  ihn  mit 
dem  überstumpfen 
Winkel  AMB  in 
Figur  159  identifi- 
zieren, dessen  Trisek- 
tionsstrahl MS'  ist. 
Daraus  folgt,  daß 
man  in  diesem  Falle  das  Instrument  auf  den  Winkel,  der  den  gegebenen  zu 
360°  ergänzt,  einzustellen  und  an  den  Trisektionsstrahl  MS  einen  Winkel 
von  120°  anzutragen  hat.  Der  freie  Schenkel  dieses  letzteren  ist  dann 
der  gesuchte  Trisektionsstrahl  MS'. 

Einfacher  ist  ein  zweites  Instrument,  mit  dem  Hermes  denselben 
Zweck  erreicht  wie  mit  dem  ersten  (Fig.  161).  Es  ist  lediglich  ein 
Lineal  AB,  an  dem  eine  Schiene  DM  so  angebracht  ist,  daß  sie  sich  um 
einen  in  der  Ziehkante  von  AB  gelegenen  Punkt  D  drehen  kann.  DM 
ist  gleich  DB  und  DA  gleich  2  •  DM  gemacht.    Um  den  Scheitel  des 


Big.  160. 
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Fig.  161. 


ZU  teilenden  Winkels  schlägt  man  nun  zunächst  einen  Kreis,  dessen 
Radius  genau  gleich  der  Entfernung  DM  sein  muß,  bringt  die  den 
Punkt  M  markierende  Nadelspitze  auf  den  Scheitel  und  den  Punkt  B 
auf  den  einen  Schenkel  des  Winkels  und  verschiebt  nun  B  auf  diesem 
so  lange,  bis  die  Kante  AB  des  Lineals  sich  mit  dem  andern  Schenkel 

desWinkels  auf  ,,-- —- --_^       ,,-- — 'y^~~~-~^ 

dem  um  M  ge-  --''  '-''--      ^/^ 

schlagenen 
Kreise  schnei- 
det. Damit  sind 
die  Punkte  A, 
ilf,i)und.Bder 
Figur  159  fest- 
gelegt, und  man 
kann  nun  sofort 
durch  Kreis- 
bogen mit  dem 
Radius  D  M 
den  Rhombus 
MDBM^  er- 
gänzen und  den  Punkt  8  ermitteln.  Bei  spitzen  Winkeln  ist  es  zweck- 
mäßiger, das  Verfahren  auf  den  Nebenwinkel  anzuwenden,  weil  dann  S 
entbehrlich  ist,  da  der  Trisektionsstrahl,  wie  wir  gesehen  haben,  durch 
Jfi  geht. 

Bei  einem  dritten  Modell  endlich  verwendet  Hermes  gar  keine  be- 
weglichen Teile,  sondern  beschränkt  sich  auf  eine  durchsichtige  Platte 
aus  Zelluloid  oder  Glas,  auf  der  die  Punkte  M,  M^  und  S,  die  Kreisbogen 
SA'  und  SB'  und  der  Strahl  MS  entsprechend  der  Figur  159  ein- 
geritzt sind.  Die  Bogen  sind  mit  einer  bei  S  beginnenden  und  von  0° 
bis  120°  laufenden  Gradeinteilung  versehen.  Ein  gegebener  Winkel 
wird  dann  durch  den  eingeritzten  Strahl  MS  triseziert,  wenn  31  auf 
seinem  Scheitel  liegt  und  die  Schenkel  durch  korrespondierende  Punkte 
der  Gradeinteilung  gehen. 

Das  letzte  Instrument,  das  hier  besprochen  werden  soll,  ist  ein 
Zirkel  mit  drei  Spitzen,  die  jedoch  nicht  wie  bei  einer  im  vorigen  Para- 
graphen erwähnten  Vorrichtung  in  einer  Geraden  liegen,  sondern  stets 
die  Ecken  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  ABC  bilden,  dessen  Höhe 
wegen  der  Beweglichkeit  der  Zirkelstangen  variabel  ist  (Fig.  162).  Als 
Erfinder  wird  der  Lehrer  Lugzak^)  in  Ostrowo  genannt,  doch  scheint 
schon  viel  früher  der  Schulrat  J.  J.  Sachse'^)  in  Heiligenstadt  dieselbe 

1)  Dreiteilung  des  Winkels;  Kujawischer  Bote,  Hohensalza.   (1906.) 

2)  Sachse,  Zur  mechanischen  Drittelung  eines  Winkels  und  die  planimetri- 
sche  Bestimmung  eines  Grades  der  Kreislinie.  F.  W.  Cordier,  Heiligenstadt  (Eichs- 
feld).   (19Ü6.) 
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Idee  gehabt  und  ausgeführt  zu  haben.  Verschieden  ist  allerdings  die 
Art  der  Anwendung  bei  beiden.  Sachse  zeichnet  zu  dem  einen  Schenkel 
des  zu  teilenden  Winkels  (Fig.  163)  die  Parallele  im  halben  Abstand 
der  beiden  Zirkelspitzen  B  und  C,  die  die  Basis  des  gleichschenkligen 
Dreiecks   bilden,  setzt  die   Spitze  Ä  auf  den  Scheitel  und  ändert  nun 


Fig.  163. 


den  Winkel  zwischen  den  beiden  Zirkelstangen  so  lange,  bis  die  Spitzen 
B  und  C  gleichzeitig  auf  den  zweiten  Schenkel  und  die  Parallele  ge- 
setzt werden  können.    Ist  diese  Stellung  erreicht,  so  begrenzt  die  Rich- 


Fig.  164, 

tung  AC  mit  dem  Schenkel  ÄD  ein  Drittel  des  vorgelegten  Winkels, 
wie  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  ohne  weiteres  gefolgert  werden 
kann.  Luczak  verfährt  anders  (Fig.  164).  Er  schlägt  um  den  Scheitel 
Ä  des  gegebenen  Winkels  einen  beliebigen  Kreis  und  bestimmt  dadurch 
auf  seinen  beiden  Schenkeln  die  Punkte  B  und  C.  Ferner  zeichnet  er 
die  Halbierungslinie  A  W  und  verlängert  sie  sowie  den  Schenkel  BA 
über  den  Scheitel  des  Winkels  hinaus.  Jetzt  nimmt  er  mit  den  Spitzen 
seines  Instrumentes  das  gleichschenklige  Dreieck  ABC  auf,  setzt  die 
Spitze  A  in  den  Punkt  B  und  öffnet  den  Winkel  zwischen  den  Zirkel- 
stangen so  weit,  daß  die  Strecke  BC  gerade  zwischen  die  Verlänge- 
rungen von   A  W  und  A  B  paßt.    Sind  so  die  Punkte  D  und  E  be 
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stimmt,  so  sind  DB  und  DC  die  Richtungen  der  gesuchten  Trisek- 
tionsstrablen.  Denn  die  gleichschenkligen  Dreiecke  BD  JE  und  DBG 
sind  kongruent,  da  sie  in  den  Seiten  übereinstimmen,  und  daher  ist 
<^  EBD  =  ^  GDB  und  auch  =  ^  DGA.  Zieht  man  also  durch 
A  die  Parallelen  AX  und  AY  zxx  DG  und  DB,  so  ist 

<^  GAX  =  ^  DGA,    ^  XAT=  ^GDB 

und 

^BAY=^ABD, 

d.  h.  sie  sind  einander  gleich,  und  der  Winkel  BAG  ist  triseziert. 

II.  Die  Polysektion  eines  "Winkels. 

§  38.    Über  die  Mögliclikeit  der  Polysektion. 

Unter  Polysektion  versteht  man  die  Teilung  eines  beliebig  vor- 
gelegten Winkels  in  eine  beliebig  vorgeschriebene  Anzahl  gleicher  Teile. 
Hierin  sind  zwei  Spezialfälle  eingeschlossen,  nämlich  die  Teilung  eines 
bestimmten  Winkels  in  beliebig  viele  gleiche  Teile  und  die  Teilung  be- 
liebiger Winkel  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Teile.  Den  ersten  Fall 
hatten  wir  bei  der  Teilung  der  Kreisperipherie,  den  zweiten  bei  der 
Trisektion.  Die  allgemeinen  Methoden,  die  im  folgenden  zu  entwickeln 
sind,  müssen  sich  auch  auf  diese  Spezialfälle  ausdehnen  lassen  und  bilden 
daher  zu  den  voranstehenden  Abschnitten  eine  notwendige  Ergänzung. 

Die  Punkte  des  Einheitskreises  in  der  Gaußschen  Zahlenebene 
werden  durch  den  Ausdruck  cos  (p  -\-  i  sin  cp  dargestellt.  Bestimmt  man 
nun  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(1)  a;"  =  cos  9  +  *  sin  97, 
so  hat  man  nach  dem  Moivreschen  Theorem 

(2)  X,  =  cos^^l^+  i  sin^^+l^       Ä  =  0,  1,  2  , . .  0^  -  1) 

und  sieht,  daß  die  Punkte  Xk  wiederum  Punkte  des  Einheitskreises  sind. 
Hatte  aber  der  Punkt  x"  das  Argument  q),  so  haben  die  n  Punkte  x^  die 

Argumente 

/Qx  cp      cp-]-2n       q) -\- 4:7C  cp-\-2{n  —  l)Tt 

iö)  —f    ;    •  •  • • 

^  ^  n  n  n  n 

Der  Winkel  q)  ist  also  durch  die  angedeutete  Operation  in  n  gleiche 
Teile  geteilt  worden,  d.  h.  die  Gleichung  x"  =  cos  cp  -}-  i  sin  cp  kann  als 
Polysektionsgleichung  aufgefaßt  werden.    Freilich  ergibt  sich  nicht 

der  Winkel  —  allein,  sondern  wir  ersehen  aus  (3),  daß  auch  die  Winkel 

(p  -\-  2%,  (p  -{-  4:7t  usw.  mit  (p  in  n  gleiche  Teile  geteilt  werden. 

Man  sagt,  die  Werte  (3)  verschaffen  uns  die  vollständige 
Polysektion   des   Winkels  cp.     Sie  bestimmen  Richtungen,  deren 
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gegenseitiger  Unterscliied  stets  —  beträgt.     Auf   dem  Einheitskreise 

oder  einem  dazu  konzentrischen  Kreise  müssen  demnacli  durch  sie 
n  Punkte  ausgeschnitten  werden,  die  als  Ecken  eines  ihm  einbeschrie- 
benen regelmäßigen  w-Ecks  zu  betrachten  sind.  Wir  kommen  damit  zu 
dem  Schlüsse,  daß  jeder  möglichen  Winkelteilung  zugleich 
eine  mögliche  Kreisteilung  entsprechen  muß.  Man  könnte  ver- 
sucht sein,  diesen  Satz  auch  umzukehren,  doch  zeigt  schon  das  Beispiel 
n  =  3,  daß  dies  nicht  erlaubt  sein  kann. 

Es  läßt  sich  nachweisen^),  daß  keine  der  Wurzeln  Xk  geometrisch 
zu  konstruieren  ist.  Denn  dazu  müßte  ja  die  Gleichung  (1)  reduktibel 
sein,  d.  h.  eine  ihrer  Wurzeln  müßte  sich  rational  in  den  Koeffizienten 
cos  (p  und  sin  (p  ausdrücken  lassen  und  daher  bei  stetiger  Änderung  von  g> 
für  die  beiden  Winkel  qp  und  gp  +  27r  immer  denselben  Wert  annehmen. 
Die  angedeutete  Operation  führt  aber  jedes  x^  in  Xjc+i  über,  widerlegt 
damit  die  Annahme,  daß  die  Gleichung  (1)  reduktibel  sei  und  beweist 
so,  wie  wir  früher  gesehen  haben  (S.  5),  daß  sie  nur  dann  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Quadratwurzeln  gelöst  werden  kann,  wenn  ihr  Grad 
eine  Potenz  von  2  ist.  Außer  den  durch  fortgesetztes  Hal- 
bieren erreichbaren  Teilungen  ist  also  keine  Polysektion 
mit  Zirkel  und  Lineal  mehr  ausführbar.  Alle  Fälle,  in  denen  sie 
doch  möglich  ist,  wie  z.  B.  die  Fünfteilung  beim  Winkel  von  15°,  30*^ 
usw.,  oder  die  Siebenteilung  beim  Winkel  von  21°,  42°  usw.,  sind  Aus- 
nahmefälle und  widerlegen  nicht  den  allgemeinen  Satz. 

Da  also  eine  exakte  geometrische  Polysektion  ausgeschlossen  ist, 
so  zerfallen  die  Polysektionsmethoden  in  solche  der  Anwendung  höherer 
Kurven,  die  punktweise  oder  mechanisch  zu  konstruieren  sind,  in 
Näherungsmethoden  und  in  Methoden,  bei  denen  geeignete  Instrumente 
den  Anwendungsbereich  von  Zirkel  und  Lineal  erweitern. 

1.  Polysektionskuryen. 
a)  Algebraische  Kurven. 

§  39.   Die  anomalen  Zykloiden  von  Thomas  Ceva. 

Wir  lernten  auf  S.  145  Thomas  Ceva  als  Erfinder  eines  Trisektions- 
instrumentes  kennen,  das  in  gewissem  Sinne  die  Archimedische  Ein- 
schiebung  mechanisch  auszuführen  gestattete.  Derselbe  Jesuitenpater 
hat  in  bewußter  oder  unbewußter  Anlehnung  an  Archimedes  den  zu- 
grunde liegenden  Gedanken  weiter  ausgesponnen  und  ist  so  zu  bemer- 
kenswerten Polysektionskurven  gelangt.^)    Bestimmt  man  nämlich  auf 

1)  Vgl.  Klein,  Ausgew.  Fragen  der  Elementargeometrie.    S.  12, 

2)  Opuscula  mathematica  Thomas  Cevae  (Mediolani  1699).  Cycloidum  ano- 
malorum  descriptio.    S.  31. 
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den  Schenkeln  eines  spitzen  Winkels  BÄC  =  cc  abwechselnd  die  Punkte 
D,E,F,G,H  ..  .  derart  (Fig.  165),  daß 

(1)  AD  =  DE  =  EF=FG  =  '-- 

ist,  so  hat  man  wegen  der  Gleichschenkligkeit  der  entstehenden  Dreiecke 

(2)  ^EDF=2a,     FEG^Scc,     GEH  =  4a,     HGJ=5a... 

Denkt  man 
sich  also  umge- 
kehrt ^-Pi;(7, 
^  HGJ  usw. 
gegeben,  so  be- 
deutet <^  BÄC 
den  dritten, 
fünften  usw. 
Teil  dieses 

Winkels.  Die 
Bestimmung 
der  Lage  des 
Schenkels  CA 
würde  aller- 
dings bei  die- 
ser Auffassung 

Schwierig- 
keiten bereiten 
und  könnte  nur 
durch  Probie- 
ren erfolgen. 
Man  kann  sich 
aber  dadurch 
helfen,  daß  man 
den  geometri- 
schen Ort  der 
Punkte  F,^,iC 

usw.  ermittelt,  den  diese  durchlaufen,  wenn  immer  unter  Aufrecht- 
erhaltung der  Gleichungen  (1)  der  Schenkel  CA  um  A  gedreht  wird. 
Indem  Thomas  Ceva  auf  diesen  Gedanken  verfiel,  wurde  er  der  Ent- 
decker einer  Reihe  eigentümlich  verschlungener  neuer  Kurven,  die  er 
mit  dem  Namen  anomale  Zykloiden  belegte.  Während  also  D  einen 
Kreis  um  A  beschreibt,  durchläuft  E  die  erste,  H  die  zweite  usw. 
anomale  Zykloide  (Fig.  166  a,  b),  und  es  ist  nach  dem  Vorangehenden 
ohne  weiteres  einleuchtend,  daß  die  h^^  derartige  Kurve  geeignet  sein 
wird,  jeden  Winkel  in  2Jc  -{-  1  gleiche  Teile  zu  teilen.  Man  hat  zu 
diesem  Zwecke  nur  nötig,  den  gegebenen  Winkel  an  den  Durchmesser 
BB'  in  A  anzutragen  und  durch  den  Schnittpunkt  S  seines  Schen- 


Fig.  166b. 
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kels  mit  dem  Kreise  des  Punktes  D  die  Parallele  zu  BB'  zu  ziehen. 
Die  Verbindungslinien  der  Sclmittpunkte  dieser  Parallelen  und  der  ¥^^ 
anomalen  Zykloide  mit  A  ergeben  die  vollständige  (2/^  +  1)  Teilung 
des  gegebenen  Winkels.     Zum  Beispiel  ist  in  Figur  166a: 

-^FAB=\^8AB,     ^  ÜAB^j^{SAB  +  27c) 

und  der  überstumpfe  Winkel  TAB  =^-^  (SAB  -\-  4ä),  wie  aus  der 

Kurvendefinition  sich,  ohne  weiteres  beweisen  läßt. 

Daß  man  aus  der  Figur  165  auch  noch  andere  mit  der  Polysektion 
in  Zusammenhang  stehende  Erkenntnisse  gewinnen  kann,  zeigt  Isaac 
Newton  in  seiner  Arithmetica  universalis.^)  Er  berechnet  hier  zunächst 
die  Basen  der  gleichschenkligen  Dreiecke  und  findet  nach  Fällen  der  Höhen 
die  Grleichungen 

1 


(3) 


2  r 

2  f^ 


FH 
GJ 


usw.. 


■2r, 

r 

bx^ 
7^ 


+  2r, 
+  bx, 


worin  unter  2r  die  Strecke  AD  =  DE  ...  und  unter  2x  die  Strecke 
AE  zu  verstehen  ist.    Nun  ist  aber  andrerseits 

(4)    —AE=2rc,0Ba,  -^  DF  =  2r  cos  2a,  —EG=2rcosda\is^., 


und  man  kann  sich  daher  die  Strecken  —DF,  -^EG 


als  Sehnen  in 

einem  Kreise  vom  Radius  r  vorstellen,  die  mit  einem  Durchmesser  des- 
selben die  Winkel  a,  2a,  3«...  einschließen.  Newton  bezeichnet  die 
als  gegeben  zu  betrachtenden  Strecken  2r  cos  na  mit  g  und  hat  dann 
die  Grleichungen 

x^  ~  2r^=  rq, 

x^  —  3r^x  =  r^q, 
(5)  l  ic*— 4rV+  2r^  = 

usw. 


r^q, 


r^q, 


Wenn  es  gelingt,  aus  diesen  die  Unbekannte  x  zu  bestimmen,  so 
ist  damit  zugleich  der  gegebene  Winkel  halbiert,  triseziert  usw.    Übri- 


1)  Lugduni  Batavorum.    1732.    S.  125  u.  179. 
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gens  sind  die  erhaltenen  Gleichungen  nichts  anderes  als  die  trigono- 
metrischen Formeln  für  cos  na,  die  damals  bereits  durch  Van  Roomen 
(1561  — 1615)  und  Vieta  gefunden  worden  waren. 

Das  System  (4)  kann  man  benutzen,  um  die  Polargleichung  der 
7c*^°  Cevaschen  Zykloide  aufzustellen.     Es  ist  ja 

=  2r  +  4r  cos  2a  +  Ar  cos  Aa  -}-■••-{-  Ar  cos  21ia 

und  somit 

^_.  n       ,     A     sin^o;  •  COS  (Ä;4-l)a 

6)  oä  =  2r  +  4r -. — ^  ^  '    - 

Durch  Umrechnung  in  Cartesische  Koordinaten  weist  man  nach,  daß 
diese  Kurve  von  der  Ordnung  Ali  ist. 

§  40.    Die  Araneiden. 

Die  von  W.  Heymann^)  mit  dem  Namen  Araneiden  oder  Spinnen- 
linien belegten  Kurven  werden  definiert  durch  die  Gleichungen 

^    '  ^  sm  (w  —  1)  qp  V    /   s  3in  (« -f  1)  qp 

Die  erste  Art  wird  als  Kategorie  der  verschlungenen  von  der 
zweiten  Art  der  gestreckten  Araneiden  unterschieden.  Beide  sind 
Spezialfälle  der  Sektrixkurven  von  Schoute^),  d.  h.  der  Kurven, 
die  geometrisch  als  Schnitt  zweier  um  zwei  feste  Punkte  rotieren- 
den Geraden  erhalten  werden,  deren  Rotationsgeschwindigkeiten  in  einem 
beliebigen  festen  Verhältnis  n:n^  stehen. 

Die  verschlungenen  Araneiden  wurden  zum  ersten  Male  von  dem 
Ingenieurhauptmann  v.  Wasserschlbben  ^)  untersucht,  indem  er  sich  die 
Aufgabe  stellte:  Den  geometrischen  Ort  zu  finden  für  die 
Scheitel  C  aller  der  Dreiecke,  welche  die  Basis  BA  =  c  ge- 
mein haben  und  so  beschaffen  sind,  daß  der  Dreieckswinkel 
CBA  der  n^°  Teil  vom  Nebenwinkel  CAD  des  Dreieckswinkels 
GAB  ist.  Er  behandelte  aber  nur  die  Fälle  w  =  3  und  n  =  5.  Im 
Anschluß  an  ihn  veröffentlichte  G.  Emsmann'^)  einen  Artikel,  in  dem  er 
die  Fälle  w  =  2, 3, 4, 5  einer  näheren  Betrachtung  unterzog.  A.  Kadicke^) 
endlich  gelang  es,  die  allgemeine  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen 

1)  Über  Winkelteilung  mittelst  Araneiden.  Ztsehr.  für  Mathem.  u.  Phys. 
Bd.  44.    1899. 

2)  Sur  les  courbes  sectrices.  Journ.  de  math.  spec.  2.  Ser.  IV.  1885.  Vgl. 
üino  Loria,  Ebene  Kurven.    S.  325 f. 

3)  Zur  Teilung  des  Winkels.     Grunerts  Archiv  56.    1874.    S.  385. 

4)  Zur  Teilung  des  Winkels.  Hoffmanns  Ztschr.  f.  math.  u.  nat.  ünt.  7. 
1876.    S.  107,  292. 

5)  Zur  Teilung  des  Winkels.    Grunerts  Archiv  63.    1878.   S.  238. 
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Ortes  in  C artesischen  Koordinaten  aufzustellen.  Infolge  eines  Irrtums 
V.  WasserscUebens  finden  wir  bei  diesen  Autoren  den  Namen  Ver- 
allgemeinertes Folium  Cartesii  für  unsere  Kurven  in  Gebraucb. 
Andere  Arbeiten  mit  z.  T.  bemerkenswerten  Ergebnissen  stammen  von 
Dbxter^),  Habich  ^)  und  Lazzeri.^) 

Die  gestreckten  Araneiden  erhält  man,  wenn  man  den  geometri- 
schen Ort  für  die  Scheitel  C  aller  derjenigen  Dreiecke  a,uf- 
sucht,  welche  dieBasis  JBA  =  c  gemein  haben  und  so  beschaffen 
sind,  daß  der  eine  an  der  Basis  liegende  Winkel  CJBA  der  n^^ 

Teil  des  andern  an  der  Basis 
liegenden  Winkels  GAB  ist. 
Diese  Aufgabe  lösten  Mariantoni  und 
Palatini.*) 

Indem  nun  W.  Heymann  die  Mög- 
lichkeit nachwies,  alle  Araneiden  suk- 
zessive auseinander  abzuleiten,  schlug 
er  eine  Brücke  zwischen  den  beiden 
verschiedenen  Kategorien  und  hielt 
sich  für  berechtigt,  sie  auch  mit  ge- 
meinsamem Namen  zu  bezeichnen. 
Er  dachte  sich  zunächst  zwei  zu- 
^  sammengehörige  Araneiden  gleicher 
Ordnung,  also  zwei  Kurven,  die  man 
für  dieselbe  Zahln  aus  den  beiden  obigen  Definitionen  erhält.  Figur  167 
zeigt,  daß  dann  auf  jedem  durch  B  gehenden  Strahl  ein  Punkt  Cn 
der  verschlungenen  und  ein  Punkt  Cn  der  gestreckten  Araneide  liegen 
muß,  und  daß  man  daher  wegen  der  Grieichheit  der  Winkel  CnAB  und 
CnAD  oder,  falls  man  EA  senkrecht  zu  BA  zeichnet,  wegen  Gleich- 
heit der  Winkel  C'nAE  und  GnAE  aus  jeder  verschlungenen  Ara- 
neide die  zugehörige  gestreckte  und  umgekehrt  punktweise 
konstruieren  kann.  Andrerseits  kann  man  von  einem  Punkte  0„ 
einer  verschlungenen  Araneide  n^^^  Ordnung  ausgehen  und  um  A  einen 
Kreisbogen  mit  dem  Radius  AGn  schlagen,  der  den  Strahl  BCn  zum 
zweiten  Male  in  Gn-2  trifft  (Fig.  168),  Dann  ist  das  Dreieck  AGnGn-2 
gleichschenklig  und  infolgedessen 

^GnGn-iA  =  Gn-AA  =  {n  —  1)9. 

Somit  ergibt  sich  für  -^  Gn—sAB  die  Größe  {n  —  2)(p,  und  es  ist 
klar,  daß  Gn—2  ein  Punkt  der  gestreckten  Araneide  von  der  Ordnung 
n  —  2  sein  muß.    Man  sieht,  daß  die  angegebene  Konstruktion  gestattet, 


Pig.  167. 


1)  The  division  of  angles.     New  York  1881. 

2)  Division  de  un  angulo.     Gaceta  cientifica  de  Lima  12.     1885. 

3)  Division  d'un  angle  en  parties  egales.     Mathesis  VI.     1886. 

4)  Sur  le  problenae  de  la  poljsection  d^un  angle.  Nouv.  Ann.  3.  Ser  19.  1899. 
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aus  jeder  verschlungenen  Araneide  w*"Ordnungdiegestreckte 
Aranei'de  von  der  Ordnung  n  —  2  zu  ermitteln  und  umgekehrt, 
aus  jeder  gestreckten  die  um  2  Ordnungen  höhere  verschlun- 
gene Araneide. 

Nun  kann  man  aber  die  einfachsten  Araneiden  leicht  ansehen: 
denn  für  n  =  0,  wird  ^  =  0,  und  wir  erhalten  für  beide  Kategorien 
lediglich  den  Punkt  B,  für  n=  1  dagegen  ergibt  sich  als  gestreckte 
Araneide 


Q  =  c 


sin  (p 


sin  2  qp       2  cos  qp 

d.  h.  die  Mittelsenkrechte  zu  der  Strecke  AB. 

Damit  sind  wir  in  der  Lage,  nach  Heymanns  Methode  alle  Ara- 
neiden sukzessive  zu  konstruieren.  Denn  aus  der  Araneide  0*®'  Ordnung, 
dem  Punkt,  entsteht  die  verschlungene 
Araneide  von  der  Ordnung  2,  aus  dieser 
die  gestreckte  von  derselben  Ordnung, 
hieraus  die  verschlungene  von  der  Ord- 
nung 4  usw.,  und  aus  der  gestreckten 
Araneide  1.  Ordnung  findet  man  die  ver- 
schlungene 3.  Ordnung,  aus  dieser  die 
gestreckte  3.  Ordnung,  daraus  die  ver- 
schlungene von  der  Ordnung  5  usw.  Diese 
Kurven  sind  uns  zum  Teil  bekannt.  Denn 
für  die  verschlungenen  Araneiden  von  der  Ordnung  2  und  3  haben  wir 
die  Gleichungen 

Q  =  2c  •  cos  (f 

und 


Kg.  168. 


=  9, 


oder 


c  •  cos  op  — 

^         2  cos  cp 


die  erste  ist  somit  der  Kreis  um  Ä  mit  Radius  c,  die  zweite  die  Mac- 
laurinsche  Trisektrix  (§  24)  mit  dem  Doppelpunkt  B  und   dem 


3c 


Schleifendurchmesser  —•    Die  gestreckte  Araneide  2.  Ordnung  aber  wird 


dargestellt  durch 


2  c  •  cos  cp 


oder 


^        4  cos-  cp  —  1 

y^  =  {3x  —  2c)  ■  X 
und  ist  demnach  die  Hyperbel  des  Pappus  (§  16)  mit  den  Achsen 


2c 


2  c    / — 
g  und  -g  K  3  ^^^  tler  numerischen  Exzentrizität  2.  Von  den  übrigen  ist 

in  Figur  169  die  gestreckte  Araneide  3.  Ordnung  und  in  Figur  170  die 
verschlungene  4.  Ordnung  abgebildet. 


Mitzscherlin  g:  Problem  der  Kreisteiluiig 
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Die  Beziehung  der  Araneiden  zum  Polysektionsproblem  liegt  auf 
der  Hand.  Ist  irgendein  Winkel  a  =  nq)  gegeben,  so  bat  man  durch  Ä 
eine  Gerade  zu  ziehen  (Fig.  167),  die  entweder  mit  der  Verlängerung 
ÄD  von  BÄ  oder  mit  BA  selbst  den  Winkel  a  einschließt,  je  nachdem 
die  zu  benutzende  Arane'ide  die  verschlungene  oder  die  gestreckte  n^^^ 
Ordnung  ist.    Ihren  Schnittpunkt  Cn  mit  der  Arane'ide  verbindet  man 

mit  B,  worauf  der  Winkel  CnBA  die  Größe  op  =—  besitzt.    Nun  schnei- 

det  allerdings  die  Gerade  die  Kurve  in  mehr  als  einem  Punkte.     Da 
sie  nämlich   mit  AD  resp.  mit   AB  nicht  nur  den  Winkel  n(p  =  a, 

.1.0. 

V.IV.O. 
91110. 


rig  169. 


Pig  170. 


sondern  auch  die  Winkel  nq)  =  cc  -{-  2Jc7t  einschließt,  so  erhält  man  für 

qp  nicht  nur  den  Wert  — ?  sondern  es  ist  cp  =^^ >  und  man  sieht,  daß 

man  den  Werten  w  =  0,  1,  2  . .  .  (*«  —  1)  entsprechend  auch  n  verschie- 
dene Lösungen  erhalten  muß,  d.  h.  die  Polysektion  ist  eine  vollständige. 
Heymann  selbst  erläutert  noch  eine  andere  Methode.  In  Figur  167 
ist  ja  der  Winkel  ACnB  =  (n—l)q)  und  der  Nebenwinkel  von 
ACnB  =  (w  +  1)  9),  d.  h.  es  ist 

^Gr,BA  =  -^AGnB    und     ^^  ClBA  =-^a,CU. 
n  —  1  n-f- 1 

Betrachtet  man  also  den  Winkel  AC„B  als  gegeben  und  konstru- 
iert den  Punkt  Cn,  indem  man  den  über  AB  als  Sehne  gezeichneten 
Kreis,  der  ACnB  als  Peripheriewinkel  besitzt,  mit  der  verschlungenen 
Arane'ide  n^^^  Ordnung  zum  Schnitt  bringt,  so  haben  wir  in  CnBA  den 
{n  —  1)*^^  Teil  des  gegebenen  Winkels.  In  gleicher  Weise  ergibt  die 
gestreckte  Arane'ide  n^^^  Ordnung,  wenn  man  sie  mit  einem  Kreis  über 
AB  zum  Schnitt  bringt,  der  das  Supplement  des  gegebenen  Winkels 
als  Peripheriewinkel  faßt,  den  {n  +  l)*^""  Teil.    Die  Lösung  ist  jedesmal 
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eine  ToUständige.  Denn  nennen  wir  im  ersten  Falle  den  Peripherie- 
winkel  a,  so  gilt  für  die  Schnittpunkte  von  Kreis  und  Arane'ide  die  Be- 
ziehung tang  9?  =  tang  {nq}  —  et),  und  es  ist  somit  (p 


n  —  l 


-?  d.  h.  wir 


bekommen  die  vollständige  («  —  1)-Teilung  von  a.  Und  ist  im  zweiten 
Falle  der  Peripherie winkel  180°  —  a,  so  gilt  für  die  Schnittpunkte 
tang  gp  =  tang  {a  —  n(p),  so 


daß 


(p 


a-f  'ilcTC 


wird  und  die 


Kg.  173. 


vollständige  (ii  +  1)  Teilung 
herauskommt.  Man  sieht,  daß 
hei  dieser  Methode  die  ge- 
streckte Arane'ide  einen  Vor- 
teil, die  verschlungene  einen 
Nachteil  bietet,  insofern  der 
Grad  der  ersteren  niedriger, 
der  der  letzteren  höher  ist, 
als  die  Polysektion  verlangt. 
Die  mechanische  Kon- 
struktion der  Araneiden  läßt 
sich  auf  Grund  ihrer  ein- 
fachen Definition  leicht  aus- 
führen. Heymann  schlägt 
vor,  zwei  Kreisscheiben  mit 
den  Radien  a  und  &  durch 
einen  entweder  im  Sinne  der 
äußeren  oder  im  Sinne  der 
inneren  Tangenten  laufenden  Friktionsgurt  zu  verbinden  und  so  die  eine 
durch  die  andere  zu  treiben  (Fig.  171).  An  den  Scheiben  sind  zwei  lange 
Stäbe  zu  befestigen,  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kreise  gehen  und 
in  ihrem  Schnittpunkte  P  eine  bewegliche  Schreibvorrichtung  tragen. 
Dreht  sich  die  Scheibe  mit  dem  Radius  a  um  den  Winkel  (p,  so  dreht 

sich  die  andere  um  den  Winkel  -j^  cp,  und  wenn  die  Stäbe  in  ihrer  Ruhe- 
lage mit  der  Zentralen  zusammenfielen,  so  beschreibt  jetzt  der  Punkt  P 
eine  dem  Verhältnis  -r  entsprechende    gestreckte    oder  verschlungene 

Arane'ide,  je  nachdem  der  Friktionsgurt  im  Sinne  der  inneren  oder  der 
äußeren  Tangenten  um  die  Scheiben  geführt  ist. 

Die  verschlungene  Arane'ide  3.  Ordnung  speziell  läßt  sich  auch  mit 
Hilfe  des  folgenden  Instrumentes  eines  unbekannten  Erfinders  zeichnen 
(Fig.  172).  An  dem  Lineale  OB  sitzt  ein  um  Q  drehbares  zweites 
Lineal  von  der  Länge  QS  =  Q0\  in  dem  Mittelpunkte  M  von  QS  ist 
eine  Nadel  JfiV  senkrecht  zu  QS  befestigt,  und  S  ist  mit  0  durch  einen 
Gummifaden  oder  eine  mit  Führung  versehene  Schiene  verbunden.  Nennt 
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man  P  den  Schnittpunkt  von  OS  mit  MN  und  cp  den  Winkel  SOQ, 
so  ist  wegen  der  Grleichsclienkligkeit  der  Dreiecke  auch 

und  da  -^  SQB  nach  dem  Satz  vom  Zentriwinkel  2  9?  beträgt,  so  muß 
^  PQB  =  3gp  sein.  Der  Ort  von  P  ist  also  wirklich,  wie  behauptet, 
die  verschlungene  Araneide  3.  Ordnung,  d.  h.  die  Maclaurinsche  Tri- 
sektrix.  Natürlich  kann  das  Instrument  auch  lediglich  als  Trisektor 
betrachtet  und  benutzt  werden. 


§  41.  Die  Kreiskonchoiden  von  Nägelsbach. 

Über  der  gegebenen 
Strecke  AB  als  Durch- 
messer sei  der  Kreis  M 
und  um  die  Punkte  Ä 
und  B  je  ein  Kreis  mit 
dem  Radius  AB  ge- 
schlagen (Fig,  173). 
Zieht  man  durch  A 
irgendeine  Gerade  unter 
dem  Winkel  CAP^  =  a 
gegen  die  Verlängerung 
von  BA  und  bestimmt 
auf  ihr  den  Punkt  Pg, 
indem  man  BP^^=BP^ 
macht,  so  ist  bei  Varia- 
tion der  Größe  des  Win- 
kels a  der  Ort  vonPg  eine 
Pascalsche  Schnecke. 
Denn  da  der  Schnitt- 
punkt P  der  Geraden 
mit  dem  Kreise  M  die 
Basis  des  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  BP^P^  halbiert,  zugleich  aber  auch  der  Mittelpunkt  der 
in  den  Kreis  um  B  fallenden  Sehne  AA  ist,  so  muß 

A!P^  =  AP^  =  AB 

sein,  was  der  Definition  der  Pascalschen  Schnecke  entspricht  (§  29). 
Man  kann  jetzt  auf  der  Geraden  P^B  einen  Punkt  P3  bestimmen,  der 
die  Forderung  JLPg  =  ^Pg  erfüllt,  dann  auf  der  Geraden  P^A  einen 
Punkt  P4,  der  der  Bedingung  PPg  =  PP^  genügt,  und  so  kann  man 
fortfahren,  indem  man  immer  abwechselnd  A  und  B  als  Spitze  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  wählt.  Auch  diese  Punkte  P3,P4 . . .  beschreiben 
Kurven,  wenn  cc  sich  ändert;  es  sind  die  Kurven,  die  von  H.  Nagels- 
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BACH^)   als  Kreiskonclioiden    höherer   Ordnung  bezeichnet  wor- 
den sind. 

Aus  der  Gleichschenkligkeit  der  Dreiecke  ergibt   sich,  daß  jeder 

Basiswinkel  AP„B  die  Größe  —  besitzt.  Die  Punkte  P  mit  ungeradem 

Index  und  ebenso  die  mit  geradem  Index  liegen  also  je  auf  einem  Kreise, 

der  AB  als  Sehne  und  den  Winkel  —  als  Peripheriewinkel  faßt.  Jeder 

Außenwinkel  an  der  Spitze  der  gleichschenkligen  Dreiecke  hat  die  Größe  a; 
somit  ist 

•^  P^n  —  lAP^n  +  X  =  B'in  AP271  +  2  =  « 

und  ebenso 

<^  -P2W  -B-P2W+2  =  P^n+i^  P2M+3  =  oc- 
Zu  den  Winkeln 

CAP^  =  a,     CAP^  =  2a, CAP,n+i  =  (n+\)cc 

gehören  somit 

ABP,  =  f ,  ABP,  =  ^, ABP,^,,  =  ^^4^, 

und  zu  den  Winkeln 

BAP^  =  a,     BAP^  =  2a, BAP2n  =  ncc 


gehören 


DBP,  =  ~,  DBP,  =  ^; DBP^n  =  ^^^^, 


und  man  sieht,  daß  jeder  Punkt  P  eine  Sektrixkurve  von  Schoute 
(§  40)  durchläuft    Ferner  zeigt  die  Tabelle,  daß 

^DBP2n  =  {2n^l)AP,nB 
und 

^  CAP,„^,  =  2^n  +  l)AP2n+iB 

ist.  Trägt  man  demnach  an  BD  in  B  einen  beliebigen  Winkel  co  an,  so 
trifft  sein  freier  Schenkel  die  2n^^  Kreiskonchoide  in  einem  Punkte  P2„, 
und  es  ist 

Und  wenn  man  den  Winkel  a  an  AC  in  A  anträgt,  so  erhält  man  auf 
der  (2w4-  1)*®°  Konchoide  einen  Punkt  P^n+i,  und  es  ist 

Durch  die  w*"  Kreiskonchoide  wird  somit  stets  eine  (m  4-l)-Teilung  er- 
zielt, und  diese  Teilung  ist  eine  vollständige.  Denn  dieselbe  Gerade 
durch  B  oder  A,  die  mit  BD  bzw.  AC  den  Winkel  co  einschließt,  er- 


1)  Die  Kreißkonchoiden.    Progr.  Erlangen  1885.     Loria,  Ebene  Kurven,  S  332. 
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hält  man  auch  für  alle  Winkel  co  +  2%3t,  und  es  müssen  sich  so  viele 
Schnittpunkte  mit  den  Kreiskonchoiden  ergeben,  als  aus 

a-\-2K7t     ,  a-\-2K7C 

'    1  .,      bzw.  aus    -— — — T 

verschiedene  Werte  resultieren.  Da  aber  im  ersten  Falle  ;{  von  0  bis 
2n  und  im  zweiten  Falle  von  0  bis  2n  +  \  gehen  kann,  so  sieht  man, 
daß  die  2n^^  Konchoide  in  2n  +  1  und  die  {2n  +  1)*®  Konchoide  in 
2n  +  2  verschiedenen  Punkten  geschnitten  werden  muß,  wodurch  unsere 
Behauptung  als  richtig  erwiesen  ist. 

§  42.  Die  Kurven  von  Hesse. 

Ähnlich  wie  die  Kurven  von  Schonte  entstehen  die  von  K.  Hesse.^) 
AB  =  c  ist  eine  Strecke  von  gegebener  Länge,  in  ihren  Endpunkten 

sind  die  Senkrechten  errichtet  und  an 
diese  trägt  man  in  A  einen  Winkel  cp  und 
in  S  in  entgegengesetztem  Sinne  den 
Winkel  (n  —  l)  cp  an  (Fig.  174).  Nennt 
man  F  den  Schnittpunkt  der  beiden 
freien  Schenkel,  so  ist  der  Ort,  den  P 
bei  stetiger  Änderung  von  cp  durchläuft, 
eine  Kurve  von  Hesse.  Da  das  auf  AB 
gefällte  Lot  P^  den  Winkel  ^PJ5  offen- 
bar in  die  Teile  cp  und  (n  —  V)q:)  zerlegen  muß,  so  können  wir  die  gedachten 
Kurven  auch  als  Ort  der  Scheitel  P  aller  mit  ihren  Schenkeln  durch 
zwei  feste  Punkte  A  und  B  gehenden  Winkel  betrachten,  die  durch  das 
Lot  von  P  auf  AB  im  Verhältnis  1:  (n  —  V)  geteilt  werden.  Liegt  also 
eine  derartige  Kurve  gezeichnet  vor,  so  ist  sie  leicht  zur  Polysektion 
zu  verwenden.  Man  hat  einfach  üher  AB  als  Sehne  den  Kreisbogen  zu 
konstruieren,  der  den  zu  teilenden  Winkel  als  Peripheriewinkel  faßt, 
und  seinen  Schnittpunkt  P  mit  der  Kurve  zu  bestimmen.  Das  auf  AJB 
gefällte  Lot  PQ  vollzieht  dann  die  beabsichtigte  w-Teilung.  Es  fragt 
sich  nur,  in  wieviel  Punkten  P  Kreis  und  Kurve  sich  schneiden  und 
ob  auch  hier  wieder  die  Teilung  eine  vollständige  ist.  Um  das  zu  ent- 
scheiden, stellen  wir  die  Gleichung  der  Kurve  auf.  Betrachten  wir  J.^ 
und  QP  als  Koordinaten  x  und  y  des  Punktes  P,  so  ist 


Pig.  174. 


tang  (p 


und    tang  (n—  l)g)  = 


und  hieraus  kann  man  a;  und  ^  einzeln  als  Funktionen  des  Parameters  q) 
berechnen.  Trigonometrische  Umformungen  ergeben  das  Resultat: 


(1) 


X  =  c 


sin  qp  cos  {n—l)(p 
sin  n(p 


y 


cosgj  cos(n  — l)qp 
sinwqp 


1)  Über  die  Teilung  des  Winkels,  speziell  die  Trisektion     Programm  Mon- 
tabaur 1881.     Loria,  Ebene  Kurven,  S.  335. 
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Da  ferner  ÄP 

(2) 

oder  für 
(3) 

(4) 


Q  =  Yx^  -\-  y^  zu  setzen  ist,  so  erhält  man 


Q  =  c 


C0B(«  — l)qp 
sin  n  (p 


ÄPB 


ntp  =  ■^  -f-  2'nn 

n  —  l 

s [ip-\-2yi7c) 


Q=C 


sin  {ip  -\-2xif) 


Die  Polysektion  erstreckt 
sich  hiernach  nicht  nur 
auf  den  gegebenen  Winkel 
^,  sondern  auch  auf  alle 
Winkel  t^  +  2%:t,  die  man 
für 
X  =  0,  1,  2  ...  (w  -  1) 

erhält. 

Zur  allgemeinen  Polar- 
gleichung unserer  Kurve 
gelangen  wir,  wenn  wir  den 
Winkel 

(5)    PÄB  =  ^-cp  =  a) 

in   die  für  q   gültige  For- 
mel (2)  einführen.  Sie  lautet 


<P  =  180° 


Fig.  175 


(6) 


Q  =  C 


COS  (w  -  1)  (y  -  «) 


<P-^120' 


und  läßt  sich  je  nach  der  Größe  von  n  in  zwei  typische  Grundformeln 
spalten.  Der  erste  Typus  entspricht  einem  geraden,  der  zweite  einem 
ungeraden  Wert  von  n,  die  zugehörigen  Gleichungen  sind 


I. 


sin  (n  —  l)  CO 


IL 


cos  (W  —  1)  CO 


Aus  ihnen  folgt,  daß  die  zu  dem  zweiten  Typus  gehörigen  Kurven  sämt- 
lich durch  B  gehen  (co  =  0,  ^  =  c),  die  zu  dem  ersten  Typus  gehörigen 

aber  die  Strecke  AB  in  dem  Punkte  p  = c  schneiden.  Ä  ist  beide 

Male  ein  (w  — l)-facher  Punkt.  Als  einfachste  Kurve  ergibt  sich  für 
n  =  2  die  Mittelsenkrechte  zu  AB.  Die  übrigen  Kurven  bestehen  je  aus 
einer  Anzahl  getrennter  Aste,  deren  Beziehung  zu  den  Winkeln  sich  im 
einzelnen  Falle  leicht  entscheiden  läßt.  Figur  175  zeigt  die  Kurve  n=3. 
Sie  setzt  sich  aus  drei  Ästen  zusammen,  die  den  Winkeln  9?  =  0°  bis 
60",  60«  bis  120°  und  120°  bis  180°  zugeordnet  sind. 
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§  43.  Die  Rhodoneen. 

Guido  Grandi^)  bericlitet  in  zwei  Briefen  vom  Dezember  1713  an 
Leibniz  über  die  ersten  Ergebnisse  seiner  Beschäftigung  mit  einer  neuen 
Kurvenart,  der  er  ihrer  geometrischen  Gestalt  wegen  den  Namen  Rho- 
doneen  (Rosenkurven)  gegeben  habe.  Leibniz  kritisiert  sie  mit  der  Be- 
merkung^): Perelegans  est  tua  curvae  Rhodoneae  inventio,  ein  Lob,  das 
er  besonders  auch  auf  die  sehr  einfache  geometrische  Konstruierbarkeit 
der  neuen  Kurven  bezogen  wissen  wollte.  15  Jahre  später  konnte  Grandi 
eine  vollständige  Theorie  der  Rhodoneen  in  einer  besonderen  Schrift 
veröffentlichen:  Flores  geometrici  ex  rhodonearum  et  claeliarum  de- 
scriptione  resultantes  (Florentiae  1728).  Als  1752  der  große  Konstruk- 
teur SuARDi^)  sein  reichhaltiges  Buch:  Nuovi  istromenti  per  la  descri- 
zione  di  diverse  curve  antiche  e  moderue  erscheinen  ließ,  da  konnte 
man  unter  den  1273  zyklischen  Kurven,  die  er  mit  Hilfe  seiner  „penna 
geometrica"  mechanisch  erzeugen  konnte,  auch  die  geometrischen  Blumen 
bemerken,  die  er  erhielt,  indem  er  nach  und  nach  zwölf  verschieden 
große  Zahnräder  in  seinen  Apparat  einsetzte.  Suardi  war  also  der  erste, 
der  erkannte,  daß  die  Rhodoneen  als  spezielle  Epi-  oder  Hypo- 
zykloiden betrachtet  werden  dürfen.  Ein  Beweis  für  diese  wichtige 
Eigenschaft  wurde  allerdings  erst  100  Jahre  später  von  Luigi  Ridolpi^) 
gegeben.  Von  Autoren,  die  sich  in  neuerer  Zeit  mit  dem  Studium  der 
Rhodoneen  befaßt  haben,  verdient  außer  Ridolfi  noch  Dürege^)  ge- 
nannt zu  werden,  bei  dem  sie  den  Namen  sternförmige  Zykloiden 
führen,  ferner  E.  W.  Hyde^)  und  G.  A.  Himstedt.^) 

Die  erwähnte  Beziehung  der  Rhodoneen  zu  den  Zykloiden  soll  uns 
hier  als  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  dienen.  Nehmen  wir  die 
Gleichungen  der  Epizykloide 


/Ti  ,     N                 7         B-{-r 
X  =  {M-{-r)  cos  cp  —  h  cos qp 


(1) 

und  der  Hypozykloide 

(2) 


^  =  (jK  -j-  r)  sm  qp  —  w  sm  — ^  cp 


H  —  r 
X  =  (R  —  r)  cos  (p  -\-  li  cos (p 


R  —  r 
y  =  (R  —  r)  sin  q)  —  li  sin < 


1)  Leibniz-Gerhardt.  III.  Folge,  Bd.  IV,  S.  222—224.       '   2)  1.  c.  S.  225. 

3)  Braunmübl,  Studie  über  Curvenerzeugung.  Dyck,  Katalog  matb.  Modelle, 
S.  82,  83. 

4)  Di  alcuni  usi  delle  epicicloidi  e  di  uno  strumento  per  la  loro  descrizione 
e  specialmente  per  quella  dell'  ellisse  (Firenze  1844).    S.  11. 

5)  Über  eine  besondere  Art  zykliscber  Kurven.     Ztscbr.  f.  Math.  IX,  1864. 

6)  Foliate  curves.     The  Analyst  II,  1875. 

7)  Über  diejenigen  ebenen  Kurven,  welche  der  Polargleichung  r  =  asin^'9' 
entaprechen.     Progr.  Löbau  1888. 


(3) 


(4) 
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als  bekannt  an,  indem  wir  unter  11  den  Radius  des  festen,  unter  r  den 
Radius  des  rollenden  Kreises  und  unter  +  h,  wie  üblich,  den  Abstand 
des  erzeugenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  des  rollenden  Kreises  ver- 
stehen, so  läßt  sich  die  Epizykloide  h  =  —  (R  -}-  r)  in  der  Form 

Ici  ^T3  ,     \        R  -\-2r  R 

x=2{R  +  r)  cos  — ^  (p  ■  cos— cp 
y  =  2{R^r)  sm  —^^  (p-cos  —  cp 

und  die  Hypoz}- kloide  7i  =  +  {R  —  r)  in  der  Form 

/  ^.j^        s         R  2r-R 

x  =  2{R~r)(ios—(p-co8-Y^(p 

\y  =  2{R-r)cos—g)-sm-j^(p 

schreiben,  und  ihre  zugehörigen  Polargleichungen  müssen  daher  lauten 

(5)  ^  =  2(i2  +  r)cos^  ^^^B' 
und 

(6)  (>  =  2(i?-r)cos^. 

Das  sind  Gleichungen,  die  unter  den 
allgemeinen  Typus  ^ 

(7)  Q  =  X  cos  ^co 

fallen,  und  durch  eine  solche  läßt  sich  jede  Rhodonee  darstellen. 

Wir  erkennen  dies  auch  aus  der  geometrischen  Definition,  die 
Gr.  PiRONDiNi^)  von  den  Rhodoneen  gegeben  hat  und  die  gerade  für  unser 
Teilungsproblem  von  größtem  Interesse  ist.  Hiernach  entsteht  eine  der- 
artige Kurve,  wenn  eine  Strecke  OA  =  a  mit  konstanter  Geschwindig- 
keit um  den  Punkt  0  rotiert  und  wenn  gleichzeitig  eine  Strecke  AB 
von  derselben  Länge  a,  die  in  der  Anfangslage  mit  OA  in  ein  und  die- 
selbe Richtung  fällt,  mit  einer  beliebigen  andern  konstanten  Geschwin- 
digkeit um  A  rotiert  (Fig.  176).  Ist  z.  B.  der  Punkt  A  hierbei  in  die 
Lage  A'  und  B  in  die  Lage  B'  gelangt,  und  bezeichnen  wir  den  Winkel 
A'OA  mit  a  und  den  Winkel  B'A!B^  mit  ma,  so  wird 

05' =  2a  cos  ^ 

sein,  und  wir  werden  aus  dieser  Gleichung  für 

OB^  =  Q    und    <^5'05  =  ^^^-  =  03 

die  Polargleichung  des  Ortes  von  B  erhalten.   Diese  lautet 


(8)  Q  =  2a  cos 


m  +  2 


1)  Sur  une  famille  remarquable  de  courbes.     Mathesis  2.  Ser.  IV,  1894. 
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und  läßt  erkennen,  daß  sie  mit  der  Gleichung  (7)  für 

A  =  2a    und    a  =  — |— - 
^        m  -f  2 

identisch  ist. 

Bleiben  wir  bei  dieser  Definition,  so  ist  klar,  daß  der  Winkel  B'OB 
durch,  den  Strahl  OB^  im  Verhältnis  m  :  2  geteilt  wird.  Da  die  Wahl 
von  m  uns  noch  freisteht,  so  wird  man  alle  möglichen  Teilungen  des 
als  gegeben  zu  betrachtenden  Winkels  co  durch  geeignete  Rhodoneen 


herbeiführen  können.   Solange  dabei  die  Zahl 


m-{-2 


rational  ist,  haben 


wir  es  auch  immer  mit  einer  algebraischen  Kurve  zu  tun.  Das  bei  der 
Teilung  zu  beobachtende  Verfahren  besteht  offenbar  darin,  daß  man  an 


Pig.  177. 


Fig.  178. 


OB  in  0  den  zu  teilenden  Winkel  anträgt,  den  Schnittpunkt  B'  seines 
freien  Schenkels  mit  der  Kurve  bestimmt  und  zu  OB'  das  Mittellot 
konstruiert,  das  den  Kreis  0{0Ä)  in  dem  gesuchten  Punkte  Ä  trifft. 
Wir  stellen  jetzt  die  den  einfachsten  Teilungen  entsprechenden 
Rhodoneen  zusammen.  Für  die  Bisektion  ist  m  :  2  ^  1 : 1,  also  m  =  2 

und  Q  =  2a cos— •    Die  Kurve  (Fig.  177)  ist  von  der  6.  Ordnung  und 

besteht  aus  zwei  Blättern,  die  sich  in  zwei  Schichten  überdecken.  Bei 

der  Trisektion  ist  w  :  2  =  1 :  2,  also  m  =  \  und  q  =  2a cos— •  Diese 

Kurve  ist  identisch  mit  der  PAscALSchen  Schnecke,  wie  sich  durch 
eine   einfache   Koordinatentransformation  zeigen  läßt.   Man  kann  aber 

auch  w  :  2  =  2  : 1  setzen  und  erhält  dann  w  ==  4  und  q  =  2a  cos  —  ; 

d.  h.  eine  Rhodonee  10.  Ordnung  mit  vier  Blättern,  die   sich  in  drei 
Schichten  überdecken  (Fig.  178).  Die  Rhodoneen  für  die  Vierteilung 

2 
ergeben  sich  für  w  =  —  oder  auch  für  m  ==  6,  nämlich  entweder 


()  =  2acos—    oder    ^  =  2acos-^? 
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die  Rhodoneen  für  die  Fünfteilung  entsprechen  den  Werten 

1 


W=y; 


3,8, 


also 


Q  =  za  COS  — >  Q  =  2a cos-r-?  (>  =  za  cos  -r-;  o  =  2a cos  -—  usw. 

O  O  u  O 

Soll  allgemein  der  m*®  Teil  von  einem  gegebenen  Winkel  03  ab- 
geschnitten werden,  so  ist  die  dazu  erforderliche  Rhodonee  niederster 

Ordnung  q  =  2a  cos  —  Sie  ist  bei  ungeradem  n  von  der  Ordnung  n-\-l 

und  besteht  aus  einem  Blatt  mit  n—1  Schichten,  dagegen  bei  geradem  n 
von  der  Ordnung  2  (w  + 1)  und  besteht  aus  zwei  Blättern  mit  n  Schichten. 


§  44.  Die  Kurven  von  Bnrali-Forti. 

Über  einer  Strecke  CD  =  2a 
als  Grundlinie  sei  das  gleich- 
schenklige Dreieck  CDM  mit  dem 
Winkel  2«  an  der  Spitze  ge- 
zeichnet, ferner  sei  um  M  der 
durch  0  und  Z)  gehende  Kreis 
geschlagen,  und  man  habe  den 
Bogen  CD  durch  die  Punkte 
PjPg  .  .  .  Pw— 1  in  w  gleiche  Teile 
geteilt  (Fig.  179).  Läßt  man  dann 
Jf  das  Mittellot  zu  der  Strecke  CD 
durchlaufen,  so  beschreibt  jeder  der  Punkte  P  eine  Kurve,  die  in  einem 
leicht  erkennbaren  Zusammenhang  zum  Polysektionsproblem  steht.  Be- 
trachten wir  z.  B.  den  Ort  des  von  C  aus  r*®^  Teilpunktes  P,.,  so  ist  ein- 
leuchtend, daß  MFr  den  Winkel  CMD  =  2a  im  Verhältnis  r:{n-r) 
teilen  wird,  ebenso  aber  auch,  daß  jeder  Peripheriewinkel  CPD  =  a 
durch  PP^  in  demselben  Verhältnis  geteilt  werden  muß.  Wir  nehmen 
die  Mittelsenkrechte  zu  CD  als  y- Achse  und  CD  selbst  als  a;- Achse. 
Die  Koordinaten  von  P^  lassen  sich  dann  aus  dem  Dreieck  CDP^  leicht 
berechnen;  wir  finden 


Fig.  179. 


a-\-  X 


cotg 


a  —  x  ,      r 
=  cotg  —  a. 


Die  durch  Elimination  von  a  entstehenden  Kurven  sind  algebraisch 
und  von  der  Ordnung  n.  Stellen  wir  uns  speziell  die  Aufgabe,  daß  von 
dem  gegebenen  Winkel  a  oder  2a  immer  der  w*®  Teil  abgeschnitten 
werden  soll,  wählen  also  r  =  n~l,  so  gehen  die  angegebenen  Formeln 
über  in 

1 


a-\-x  ,     1 

— —  =  cotg  —  u 

y  °  n 


X  ,     n- 

—  =  cotff  — 
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und  man  erhält  hieraus 


X  ==    a 


y  =2a 


smm  —  2)  — 
n 

sin  cc 

cc 

sin  (n  —  1)  —  sm  ■ 
n 

sin  a 


Diese  Kurvenschar  von  C.  Burali-Forti  ^)  ergibt  für  n  =  2  (Bisektion) 

x  =  0  ^  =  atgy, 

d.  h.  die  Mittelsenkrechte  zu  CD, 
und  für  n  =  d  (Trisektion) 

„     .2« 

2  a  sin  — 

3 


iC  = 


4  sin^- 


y  = 


3-4  sin2  — 
3 


Mg.  180. 


oder 

y^  =  dx^  +  2«^;  —  a^, 

und  dies  ist  die  Hyperbel  des 
Pappus  mit  dem  Asymptoten- 
winkel 120°,    die   durch   C  und 

den  Punkt  —  geht. 


§  45.  Die  Kurven  von  Alfons  van  der  Grinten. 

Zu  den  Kurven  von  van  der  Grinten^)  gelangt  man  durch  die  folgende 
Konstruktion  (Fig.  180).  Gegeben  sei  der  Kreis  0(r)  und  in  ihm  der 
Winkel  A^OAn  =  ntp.  Zwischen  A^  und  An  bestimmen  wir  die  Punkte 
A^  und  An-^  so,  daß  ^A.^OAq  =  (p  und  ^An-^0An=2cp  ist.  Ferner 
ziehen  wir  die  Gerade  An—^A^,  die  OAq  in  B  trifft,  schlagen  den  Kreis 
0(0B),  durch  den  wir  C  auf  OA^  erhalten,  und  den  Kreis  Aq(AqC), 
der  OAi  zum  zweiten  Male  in  D  begegnet.  Endlich  wird  noch  der 
Punkt  P  auf  OAn  durch  den  Kreis  0{0D)  ausgeschnitten.  Wir  beweisen 
zunächst,  daß  die  Punkte  Aq,D,P  stets  in  gerader  Linie  liegen.  Da  näm- 

lieh  -^  An-iA^  0  =  90" —  cp  ist,  so  ist 


^A,BO  =  90" 


n  —  l 


cp=^^A,CA,==^CDA, 


und  daher 


<^^oöO  =  90< 


n  —  l 


(p. 


1)  Sopra  un  sistema  di  curve  che  dividono  in  n  parti  eguali  gli  archi  di 
circolo  che  passano  per  due  punti  fissi  (Giorn.  di  Mat.  XXVII,  1889).  Vgl.  Loria, 
Ebene  Kurven,  S.  336. 

2)  Die  n-  und  (w -f  IV  Teilung  des  Winkels  und  des  Kreises.  Archiv.  LXX 
1884.     Loria,  Ebene  Kurven,  S.  337. 
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Andrerseits  ist  <^  JBJDO  =  90°  —  ^^— -  cp,  somit 

^A^DO  +  <^Pi)0=  180° 

und  AqDP  stets  eine  gerade  Linie.  Um  P  zu  erhalten,  genügt  es  daher 
auch  vollkommen,  die  Gerade  Ä^D  mit  OAn  zum  Schnitt  zu  bringen. 
Wird  nun  der  Winkel  A^OAn  =  ntp  stetig  geändert,  so  wird  so- 
wohl der  Punkt  D  als  auch  der  Punkt  P  je  eine  Kurve  durchlaufen. 
Wir  betrachten  hier  insbesondere  die  Kurve  der  Punkte  P  und  be- 
rechnen aus  Dreieck  A^^OP: 


OP  =  r 


Ol  +  l 

cos— ^g) 

n  —  1 
cos— -9? 


oder    für    OP 
und  nq)  =  co: 


(1)  Q  =  r 


«4-1 

cos o 

2n 


2n 


\ 


Fig.  181. 


Diese  Kurven 
von  van  der  Grinten 
haben  die  bemer- 
kenswerte Eigen- 
schaft, daß  sie  von 
jedem  Winkel  so- 
wohl den  w*®"^,  wie  auch  den  (n  +  1)*"'^  Teil  zu  konstruieren  gestatten. 
Denn  denken  wir  uns  den  zu  teilenden  Winkel  co  in  die  Lage  Aq  OAn 
gebracht,  so  ist  P  der  Schnittpunkt  des  Schenkels  OA^  mit  der  ge- 
zeichnet vorliegenden  Kurve,  wir  können  AqP  ziehen,  um  0  den  Kreis 
mit  Radius   OP  schlagen  und  dadurch  D  auf  AqP  bestimmen.    Durch 

OD   oder  OA^   ist  aber  dann   der  Winkel  A^^  OA^  =  g?  =  —  bekannt. 

Um  die  zweite  Eigenschaft  zu  begründen,  verlängern  wir  A^DP  noch 
bis  zum  Schnittpunkte  E  mit  dem  Kreise  0  [r).  Aus  der  Kongruenz 
der  Dreiecke  POE  und  DOA^  folgt  dann,  daß  <^  An  OE  =  cp,  also 

(2)  ^AQOE  =  {n-\-l)cp 

sein  wird.  Demnach  kann  man  auch  den  Winkel  A^  OE  als  gegeben 
ansehen,  Aq  mit  E  verbinden  und  den  Schnittpunkt  P  dieser  Verbin- 
dungslinie mit  der  van  der  Grintenschen  Kurve  ermitteln.  Der  Strahl  OP 
oder  0A„  vollzieht  dann  die  angegebene  (n  +  1)  Teilung. 

Im  einfachsten  Falle  ?*  =  2  (Bisektion  und  Trisektion)  reduziert 
sich  die  Kurvengleichung  (1)  auf 
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(3)  ()  =  r(2  cosy  —  1) 

und  stellt  die  Nephroide  von  Freeth  dar.  Da  jetzt  co  =  2qp  ist,  so 
kann  man  (3)  auch  in  der  Form  q  =  r(2  cos  9  —  1)  schreiben  und  sieht, 
daß  der  zugehörige  Ort  der  Punkte  D  unsere  bekannte  Pascalsche  Schnecke 
ist  (Fig.  181).  —  Die  Teilung  ist  jedesmal  eine  vollständige. 

§  46.    Die  Kurven  von  Oekinghaus. 

Emil  Oekinghaus  veröffentlichte  im  Jahre  1884  einen  Aufsatz  über 
kubische  und  höhere  Kurven  und  Gleichungen^),  dessen  allgemeine  Er- 
gebnisse sich  auf  die  Winkelteilung  anwenden  lassen  und  von  ihm  selbst 
auch  in  einem  zweiten  Aufsätze^)  angewendet  worden  sind.  Den  Aus- 
gangspunkt bildete  die  Gleichung  n^^^  Grades  mit  reellen  Wurzeln 

(1)         y  =  X"-  —  a.^x''~'^ -{-  a^x'^'-^  — +  a^-i^  +  a„  =  0. 

Die  Abschnitte  der  a^-.Achse  OQi  =  Xi  (Fig.  182)  mögen  die 
Wurzeln  der  Gleichung  vorstellen,  und  man  denke  sich  die  Punkte  Qi 

verbunden  mit  einem  beliebigen  Punkte 
P  der  ic?/- Ebene,  der  durch  seine  Polar- 
^P  koordinaten    q    und    95    bestimmt    sei. 

Setzt  man  dann  noch 

(2)  ^OPQ,  =  &„ 

so  ergibt  sich  aus  dem  Sinussatz 

/oN  _  tang  &i 

'^'S- 183.  l-^;  ^i  —  Q  tang  &i  cos  9  +  sin  9 ' 

Diesen  Wert  kann  man  in  die  Gleichung  (1)  einsetzen,  die  hier- 
durch in  eine  neue  Gleichung  transformiert  wird,  die  sich  nach  Po- 
tenzen von  tang  ■9-  ordnen,  also  auf  die  Form 

(4)  tang'''9'—^i  tang"-' 'S"  4-^2  tang«-2-&  —  ••• 

•••+  J-^^-itang-O-  qi  J.„=  0 

bringen  läßt.  Nach  den  bekannten  Sätzen  von  Vieta  über  die  Koeffi- 
zienten einer  Gleichung  bedeutet  hierin 

Ä^  =  2J  tang  d-i 

(5)  Ä^^  2J  tang  d-i  tang  d'k 

.   A^^  2  tang  d'i  tang  ^k  tang  d'i 
usw., 

1)  Granerfca  Archiv  70.  1884.  S.  370  Geometrische  Untersuchungen  über 
kubische  und  höhere  Cuiven  und  Gleichungen.     Vgl.  auch  ebd.  S.  133  ff. 

2)  Grunerts  Archiv  II.   Serie  1.    1884    S.  87.     Die  Sektionskurven. 
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und  man  ist  in  der  Lage,  auch  tang  (■O'i  +  ■ö^g  +  •  •  •  +  d-„)  angeben  zu 
können,  da  man  hierfür  leicht  die  Formel 

(6)  tang  (#,  +  ^,  +  .  .  .  +  &„)  =  ^^A+Aä^- 

aufstellen  kann.    Durch  wirkliche  Ausführung  der  angegebenen  Opera- 
tionen und  indem  man  noch  die  Abkürzung 

(7)  U&i  =  ü 
trifft,  entsteht  so  die  Gleichung 


M— 3 


(8)  tang?7— "'^        sin  (p  —  a^g        sin  2  qp -|- ffg  e''    ^sinSgp +ansmn(p 

Q'"~a^Q'"~^coa(p-\-a^Q^~^co3  2q)—a.^Q^~^co3Sq)-] +  araCOswqp 

oder  auch 

(9)  ^"sin  U-aiQ''-'^sm(U-h(p)  +  a^Q''-^-sm(U+2(p) 

•'•  +  ün  sin  (ü  -\-  ncp)  =  0. 

Sie  stellt  eine  Kurve  in  den  Polarkoordinaten  q  und  cp  vor,  die  man 
dadurch  in  beträchtlichem  Umfange  modifizieren  kann,  daß  man  ü  und 
die  Koeffizienten  ai  geeigneten  Bedingungen  unterwirft. 

Es  werde  jetzt  festgesetzt,  daß  die  Ausgangsgleichung  (1)  m  in 
einem  Punkt  zusammenfallende  Wurzeln  OQ  =  a  besitze,  also  in  der 
Form 

(10)  y  =  {x-  aY=x'^—  {^ x^-^a  +  (2) x^-'-a^ ± a™  =  0 

geschrieben  werden  kann.  Dadurch  tritt  an  die  Stelle  von  (9)  die 
Gleichung 

(11)  Q^  sin  ü-  Cl^jap^'-isin  (C/  +  9)  +  (2')  a'^'"-'  sin  (C/  +  2^)) 

+  a»'  sin  (C/  +  m(p)  =  0, 

und  da  jetzt  die  Strahlen  TQi  alle  in  einen  Strahl  P  Q  zusammengerückt 
sind,  so  bedeutet  hier 

(12)  Z^i  =ü=  md'. 

Wird  nun  noch  weiterhin  die  Bestimmung  getroffen,  daß 

(13)  U  =  X  —  ntp 

sein  soll,  so  haben  wir  damit  die  definitive  Gleichung  der  „Sektions- 
kurve": 

(14)  Q""  sin  w 9  —  {"^  a  q""-^  sin  {n  —  l)(p+  ( ^ )  ^^  9"'~^  ^^^  0^  ~  2)  g? 

+  rt™  sin  (w  —  m)  cp  =  0. 

Am  einfachsten  liegen  nun  offenbar  die  Verhältnisse  im  Falle 

n  =  1. 
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Denn  alsdann  ist  nacli  (12)  und  (13) 

V  =  mO'  =  7t  —  (p 
und 

(15)  &=='^^- 

Zieht  man  also  durch  0  diejenige  Gerade,  die  mit  0  Q  den  Winkel 
cp  einschließt,  so  erhält  man  auf  der  Kurve  den  Schnittpunkt  P  und  da- 
mit den  Winkel  OPQ  =  &  = -•    Wir  ersehen  daraus,  daß  mit  Hilfe 

der  Kurve  jeder  Winkel  iff  =  tc  —  g?  auf  einfachste  Weise  in  m  gleiche 
Teile  geteilt  werden  kann. 

Die  Gleichung  der  Kurve  lautet  dann: 

(16)  ,.-(»)«v— + a>v»-i^-(:vr-^+ •  ■  ■ 

sm  qp 

und  zeigt  des  weiteren  die  sehr  charakteristische  Eigenschaft,  daß  die 
zu  einem  bestimmten  9  sich  ergebenden  m  Radienvektoren  q  stets  die 
Summe  0  ergeben. 

Ist  dagegen  ,    ^ 

so  ist  der  zu  teilende  Winkel  nach  (12)  und  (13) 

(17)  ^  =  ncp  =  7t  —  md; 

und  wir  müssen  m  so  wählen,  daß  der  Winkel  &  konstruiert  werden 
kann.  Der  Punkt  P  wird  dann  dadurch  ermittelt,  daß  man  über  OQ  =  a 
als  Sehne  einen  Kreis  zeichnet,  der  den  Winkel  d-  als  Peripheriewinkel 
faßt.     Durch  P  hat  man 

(18)  ^POQ  =  ^=^^  =  % 

und  wir  erkennen,  daß  in  diesem  Falle  durch  die  Kurve  (14)  eine  n- 
Teilung  erzielt  wird.  Der  Spezialwert  m  =  1  muß  hier  der  Definition 
entsprechend  zu  den  gestreckten  Araneiden  fähren.  Und  in  der  Tat 
zeigt  die  aus  (14)  hervorgehende  Kurvengleichung 

Q  sin  n(p  —  a  sin  {n  —  1)  (p  ==  0 
oder 
,      .  sin(w  — l)qp 

(19)  Q  =  a — A ^~! 

daß  diese  Folgerung  richtig  ist.  Für  7n  =  2  läßt  sich  die  Kurven- 
gleichuug 

Q^  sin  nq)  —  2a q  sin  (n  —  1)  9  +  «^  sin  (w  —  2)  g?  =  0 

auch  in  der  Form 

/       .     nw  .     (n  —  2)(p\/  ncp  (w  — 2)qp\        -. 

( ^  sm  -^  —  a  sm  ^ — ^~^ )  [Q  cos  -r^  —  a  cos  ' — ~—j  =  0 
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schreiben,  so  daß  man  für  sie  die  beiden  andern 

.    (n  —  2)  qp  (w  —  2)  Qp 

sm  ^^ — —^-^  cos  ^ — ~-^ 

(20)  9i=a -—         Q,  =  a 


nw  ^^  nw 

sin.  — ^  cos  —^ 

2  2 


substituieren  kann.  In  der  ersten  Gruppe  dieser  Kurven  finden  wir  unsere 
bekannte  Trisektionshyperbel  wieder.  Denn  setzen  wir  t^  =  6,  so 
wird 


^  sm  3  9        3  —  4  sin''  qp 


sin  2  qp  2  a  cos  qp 

eine  Gleichung,  die  sich  in 

;=  1 


hl)' 


(f)     ilv^J 

umformen  läßt. 

§  47.    Die  Kurven  von  Kempe. 

Die  Teilung  eines  Winkels  in  eine  beliebige  Anzahl  m  gleicher 
Teile  ist  offenbar  dann  ausführbar,  wenn  die  Teilungen  nach  den  m  zu- 
sammensetzenden Primzahlen  möglich  sind.  Beschränken  wir  uns  also 
auf  eine  Primzahl  p  und  verstehen  wir  unter  a  eine  beliebige  Zahl,  in 
der  p  nicht  enthalten  ist,  so  ist  nach  dem  bekannten  zahlentheoretischen 
Satz  von  Fermat  ^       . 

durch  p  teilbar.    Hiernach  muß  für  alle  Primzahlen  p  >  2  unter  allen 

Umständen  „      , 

2^-1—  1 

durch  p  teilbar  sein.     Da  aber  p  —  1  eine  gerade  Zahl  ist,  so  können 
wir  2-'^""^ —  1  in  das  Produkt 


[2''^    -{-l)\2'''    -1) 


zerlegen  und  es  muß  mindestens  einer  der  beiden  Faktoren  ein  Viel- 
faches von  p  sein.     Die  Teilung  eines  Winkels  in  p  gleiche  Teile  wird 

also  dann  möglich  sein,  wenn  die  Teilung  in  2  ^  +1  gleiche  Teile  ge- 
liefert werden  kann.  Denn  in  dem  letzteren  Falle  werden  wir  die  er- 
haltenen Teile  gruppenweise  wieder  so  vereinigen  können,  daß  die^-Tei- 
lung  dabei  zustande  kommt. 

Jede  beliebige  Winkelteilung  läßt  sich  hiernach  zurückführen  auf 
eine  oder  mehrere  (2"  +  1)- Teilungen.  Kurven,  die  diesem  Zwecke 
dienen,  sind  zuerst  von  A.  Kempe  ^)  angegeben  worden.    Ihre  Konstruk- 

1)  De  verdeeling  van  een  hoek  een  2"-|"l  gelyke  deelen.  De  verdeeling 
van  een  hoek  in  een  villkeurig  antal  gelyke  deelen.  Nieuw  Archiv  voor  VViskunde. 
2.  Ser.  I.  1894.  —  Sur  les  courbes  sectrices.    Mem.  de  Liege,  2.  Ser.  XX.    1898. 
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tion  beruht  auf  einer  Verallgemeinerung  des  bei  der  Konchoide  zuerst 
angewandten  Prinzips. 

Zu  einer  ersten  Kategorie  von  Kurven  gelangt  man  dadurch,  daß 
man  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  M(a)  einen  beliebigen  Punkt  0 
festlegt,  von  0  aus  beliebige  Sehnen  OA  zieht  und  auf  ihnen  und  ihren 
Verlängerungen  die  Punkte  B,  C,  D  .  .  .  durch  die  Bedingungen 

AB  =  ÄM,     BG  =  BM,     CD  =  CM  nsw. 


mg.  183. 


Fig.  184. 


bestimmt  (Fig.  1 83).    Die  Kurven  haben  dann  die  aus  der  Figur  ersicht- 
liche bemerkenswerte  Eigenschaft,  daß  immer 

ist,  und  daß  infolgedessen  durch  Verlängerung  von  AM,  BM,  CM  ... 
über  M  hinaus  die  Winkel 


A'M0  =  2a,     B'M0=^3ß, 
N'MO- 


C'M0  =  5y,     D'MO^dd. 

{2" +  \)v 


entstehen.  Ein  beliebiger  Winkel  ^  kann  folglich  dadurch,  daß  man 
ihn  in  die  Lage  PMO  bringt,  PM  rückwärts  bis  zum  Schnittpunkte  Q 
mit  der  ersten,  zweiten,  dritten  . . .  Kempeschen  Kurve  verlängert  und 
Q  0  zieht,  in  zwei,  drei,  fünf,  neun  . . .,  allgemein  in  2'*  +  1  gleiche  Teile 
geteilt  werden.  Als  erste  Kurve  zählt  dabei  der  Kreis,  die  zweite  ist 
die  PAscALsche  Schnecke. 

Ganz  ähnlich  ist  die  zweite  Gruppe  von  Kurven  definiert  (Fig.  184). 
Man  geht  aus  von  dem  Kreise  0(a),  wählt  auf  seiner  Peripherie  den 
festen  Punkt  Mund  bestimmt  nun  auf  allen  möglichen  durch  den  Mittel- 
punkt 0  gelegten  Strahlen  OA  die  Punkte  B,  C,  D  .  .  .  derart,  daß 
immer 

AB  =  AM,    BC  =  BM,    CD  =  CM... 
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gemactit  wird.    Aus  der  aucli  jetzt  wieder  gültigen  Relation 

kann  man  dann  folgern,  daß 

^ÄMB=jOMB,    BMC  =  \OMC,    CMD=^OMD ... 

sein  wird,  und  daß  daher  jeder  Winkel  i^,  den  man  in  Jf  an  Oilf  an- 
trägt, durch  die  verschiedenen  Kurven  in  drei,  sieben,  fünfzehn,  allgemein 
in  2" — 1  gleiche  Teile  geteilt  werden  muß.  In  dieser  Gruppe  haben 
wir  an  erster  Stelle  die  Nephroide  von  Frebth. 

Die  Kurven  von  Kempe  sind  mechanisch  erzeugbar,  wie  wir  speziell 
an  der  Pascalschen  Schnecke  schon  gesehen  haben.^) 

§  48.    Die  Sinusspiralen. 

Als  letzte  unter  den  algebraischen  Kurven  soll  hier  eine  Kurven- 
gruppe erwähnt  werden,  die  die  charakteristische  Eigenschaft  hat,  daß 
bei  ihnen  einer  gleichförmigen  Rotation  des  Radiusvektors  um  den  Pol 
auch  eine  gleichförmige  Rotation  der  Tangente  um  den  Berührungs- 
punkt entspricht.  Sie  sind  infolge  dieser  Eigenschaft  von  Laquiäre^), 
Spirales  ä  inflexion  proportioneile  genannt  worden,  führen  aber 
heute  allgemein  den  von  Haton  de  la  Goupilliäre^)  aufgebrachten 
Namen  Sinusspiralen.    Ihre  Polargleichung  lautet 

/-.N  „        (2«)" 

(1)  Q"  =  ^—^cosnG), 


worin  der  „Index"  n  irgendeine  rationale  Zahl  bedeutet.     Setzt  man 

also  speziell  n  = ; 

wichtige  Untergruppe 

om-t-l 

(2)  9  =  ' ; 


also  speziell  n  = ;  so  erhält  man  bei  ganzzahligen  m  die  für  uns 


cos  "'  — 
m 


die  Kurven  von  der  Ordnung  m  repräsentiert.*) 

Setzen  wir  den  Winkel  zwischen  der  Tangente  im  Kurvenpunkte 
P  und  dem  nach  P  gezogenen  Radiusvektor  OFT  =  [i  (Fig.  185),  so 

ist  bekanntlich  ig  [i  ==  q:  y-;  und  da  die  Differentiation  von  (2) 

do  ,     CO 

3-^  =  p  •  tg  — 


1)  Vgl.  Zeitschr.  f,  Math.  u.  Phys.  49,  1903,  nnd  Verhandlungen  des  mathe- 
matischen Kongresses  zu  Heidelberg.     1905. 

2)  Quelques  propridtes  d'une  classe  des  courbes  spirales.  Nouv.  Ann.  III,  2.  1883. 

3)  Note  sur  les  courbes  que  represent  Tequation  q"  =  Ä  sin  n  a,    Nouv.  Ann. 
II,  15.     1876.     Vgl.  auch  die  Notes  bibliographiques  das.  III,  17.     1898. 

4)  Loria,    Ebene   Kurven.    S.  395.    Vgl.  auch    E.  Cesäro,  Vorlesungen  über 
natürliche  Geometrie.     S.  54. 
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ergibt,  so  wird 

oder 

(3) 


tg/i   =  COtg; 


11  = 


sein.    Hieraus  folgt,   daß  durch  die  von   0  auf  die  Tangente  gefällte 
SenkrecMe   OT  der  Winkel  P 0 ^  =— abgeschnitten  wird,   oder  mit 
anderen  Worten,  daß 
(4)  -^POT^IpOQ 

ist.  Die  zu  unserer  Untergruppe  gehörigen 
Sinusspiralen  können  also  zur  Polysektion 
dienen,  und  zwar  wird  die  Spirale  m*^^  Ord- 
nung zu  einer  w-Teilung  verhelfen.  Voraus- 
setzung ist  natürlich,  daß  man  die  Tangente 
in  einem  Kurvenpunkte  konstruieren  kann. 
Alsdann  aber  liegt  die  Sache  sehr  einfach 
'^  so,  daß  man  den  beliebig  gegebenen  Winkel 
^'^-  ^^^-  mit  dem  Scheitel  im  Pole  0  an  die  Polar- 

achse OQ  anträgt,  den  anderen  Schenkel  mit  der  Kurve  zum  Schnitt 
bringt  und  auf  die  im  Schnittpunkte  P  konstruierte  Tangente  von  0  aus 
das  Lot  fällt.    Damit  ist  dann  bereits  die  Teilung  beendet. 

Als  einfachste  Sinus spirale  erhält  man  für  m  =  1  die  Gerade 


4a 


DemWertem  =  2  entspricht  die  Parabel  q 


IQa 


.  ,  mit  dem  Para- 

1  -\-  cos  (B 

meter  2p  =  32a.  Der  Pol  liegt  im  Brennpunkte,  die  Achse  ist  Polar- 
achse und  03  wird  vom  Scheitel  aus  gezählt.  Der  aus  der  Anwendung 
unseres  Resultates  auf  diese  Kurve  entspringende  Lehrsatz  gilt  bekannt- 
lich für  alle  Parabeln. 

Wählen   wir  endlich  m  =  3,   so   stoßen  wir   auf   die   sogenannte 
Orthogenide^) 

Q 


16a 


Diese  interessante  Trisektionskurve  läßt  sich  auf  die  verschiedensten 
Weisen  erhalten,  insbesondere  als  Katakaustika  einer  Parabel,  wenn  der 
leuchtende  Punkt  auf  der  Scheiteltangente  der  Parabel  im  Unendlichen 
liegt,    oder  auch  als  Verfolgungskurve  einer   Geraden.    Tschirnhaus  ^) 

1)  Nouv.  Annal.  II,  14.    1894. 

2)  Methodua  curvas  determinandi  quae  formantur  a  radiis,  quorum  in- 
cidentes  ut  parallel!  considerantur,  per  D.  T.  Acta  Erud.  Mensis  Februarii  1690. 
p.  68.     Weissenboen,  Lebensbeschr.  des  Tscbirnhaus.    S.  167, 
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hat  sie  in  seiner  Theorie  der  Brennlinien,  die  seinen  Namen  wohl  am 
bekanntesten  gemacht  hat,  untersucht,  und  ihm  zu  Ehren  ist  sie  wohl 
auch  Tschirnhausens  cubic^)  genannt  worden. 

b)  Transzendente  Kurven. 
§  49.  Die  Quadratrixkurven, 

Nach  Newton^)  versteht  man  unter  Quadratrix  allgemein  eine 
Kurve,  deren  Ordinaten  Funktionen  der  Flächenräume  einer  anderen, 
auf  dasselbe  Koordinatensystem  bezogenen  Kurve  sind.  Wählt  man  als 
Grrundkurve  den  Kreis,  so  sind  die  Ordinaten  der  zugehörigen  Quadratrix 
zugleich  Funktionen  der  Kreisbogenlänge,  und  die  Kurve  ist  infolge- 
dessen geeignet,  das  Problem  der  Winkelteilung  in  weitgehendster  Weise 
zu  lösen.  Die  älteste  Quadratrix  ist  denn  auch,  wofern  man  die  spärliche 
Überlieferung  richtig  gedeutet  hat,  überhaupt  nicht  zum  Zwecke  der 
Quadratur,  sondern  vielmehr  gerade  zu  dem  der  Winkelteilung  ersonnen 
worden.  Der  Neuplatoniker  Proklus  Diadoohus  (5.  Jahrh.  n.  Chr.)  be- 
richtet in  seinem  Euklidkommentar ^):  „Nikomedes  hat  jeden  gerad- 
linigen Winkel  gedritteilt  mittelst  der  konchoidischen Linien,  deren 
eigentümlichen  Natur  Entdecker  er  ist  und  von  denen  er  Entstehung, 
Konstruktion  und  Eigenschaften  auseinandergesetzt  hat.  Andere  haben 
dieselbe  Aufgabe  mittelst  der  Quadratricen  des  Hippias  und  Niko- 
medes gelöst,  indem. sie  sich  der  gemischten  Kurven  bedienten,  die  eben 
den  Namen  Quadratrix  führen."  Erst  beträchtlich  später  ist  sie  dann 
auf  die  Quadratur  angewandt  worden.  So  lesen  wir  bei  Pappus  (3.  Jahrh. 
n.Chr.)  in  den  CoUectiones  (IV,  prop.  25)  *) :  „Zur  Quadratur  des 
Kreises  ist  von  Dinostratus  und  Nikomedes  und  einigen  jüngeren  Greo- 
metern  eine  Kurve  angewandt  worden,  die  von  diesem  Umstand  ihren 
Namen  erhalten  hat.  Sie  wird  nämlich  von  ihnen  TEXQay(ovli,ov6a^  d.  h. 
Quadratrix  (linea  quadrans)  genannt."  Ob  und  wie  der  Entdecker,  der 
wegen  seiner  Eitelkeit  berühmte  Sophist  Hippias  von  Elis^)  (geb.  un- 
gefähr 460  V.  Chr.)  seine  Kurve  benannt  haben  mag,  ist  unbekannt  ge- 
blieben. 

Pappus  gibt  von  der  Quadratrix  die  folgende  Erzeugung  an^):  „In 
ein  Quadrat  ABCD  (Fig.  186)  sei  aus  der  Ecke  A  als  Zentrum  mit  der 
Quadratseite  AB  als  Halbmesser  ein  Kreisquadrant  BEB  beschrieben. 
Man  lasse  den  Halbmesser  AB  sich  um  A  mit  gleichmäßiger  Geschwin- 
digkeit so  drehen,  daß  der  Punkt  B  in  einer  gewissen  Zeit  den  Bogen 

1)  Archibald.  The  cardioid  and  some  its  related  curves.  Straßburg  1900. 
Dissert.  S.  18. 

2)  Opuscula  I,  p.  102. 

3)  Bretschneider,  Geometrie  und  Geometer  vor  Euklid,  S.  95. 

4)  Vgl.  Bretschneider  S.  96. 

5)  Zeller,  Philos.  der  Griechen  1.   1856.    S.  742. 

6)  CoUectiones  math.  lib.  IV.  prop.  25.     Vgl.  Bretschneider  S.  96. 
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BD  durchläuft.  Genau  in  derselben  Zeit  rücke  die  Gerade  BC,  stets 
sich  selbst  parallel,  mit  gleichmäßiger  Geschwindigkeit  aus  der  Lage  B  G 
in  die  Lage  AD-^  dann  wird  der  Ort  des  Durchschnittes  dieser  Geraden 
mit  dem  um  A  sich  drehenden  Halbmesser  eine  Kurve  BFO  liefern, 
welche  die  Quadratrix  ist." 

Man  sieht,  daß  wir  der  Definition  entsprechend  die  Proportion 

HB:AB  =  BE:BD 


aufstellen  können,  die  entweder  zu  der  Polargleichung 


Q 


r(%  —  2co) 


7t  cos  CO 

oder  zu  der  Car- 
tesischen  Glei- 
chung 

y  =  x-  cotg  — 

umgerechnet 
werden  kann. 
Gleichzeitig  ist 
klar,  da  wir  BA 
oder  eine  be- 
liebige andere 
Strecke  BH  in 

jedem    ge- 
wünschten Ver- 
hältnis      teilen 
können,  daß  ein 
im       Teilpunkt 

auf  AB  gezeichnetes  Lot  die  Quadratrix  in  einem  Punkte  treffen  muß, 
der  mit  A  verbunden  den  Quadranten  BD  bzw.  den  zu  BH  gehörigen 
Bogen  BE  in  demselben  Verhältnis  teilen  muß. 

Außer  der  oben  mitgeteilten  Konstruktion  der  Quadratrix  gibt  Pappus 
noch  zwei  wesentlich  kompliziertere  an,  die  eine  staunenswerte  Höhe 
geometrischer  Betrachtungsweise  voraussetzen.  Interessant  dabei  ist,  daß 
trotzdem  die  Alten  immer  nur  den  Verlauf  der  Kurve  innerhalb  des 
ersten  Quadranten  studiert  haben,  daß  sie  nicht  auf  den  Gedanken  ge- 
kommen sind,  über  diesen  hinauszugehen.  Bis  ins  17.  Jahrhundert  hin- 
ein wurde  in  dieser  Hinsicht  die  Kenntnis  der  Kurve  nicht  erweitert, 
erst  GiLEs  Persone  deRoberval^)  unterzog  sich  bei  Gelegenheit  der  Prü- 
fung seiner  Tangentenmethode  der  Untersuchung  des  weiteren  Verlaufs 
(ungefähr  1640).  —  Es  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Quadratrix  des  Hippias 


rig.  186. 


1)  Observations  sur  la  composition  des  mouvements  et  sur  le  moyen  de  trou- 
ver  les  toucbantes  des  lignes  conrbes.    Mem.  Acad.  Sei.  VI,  3 — 67. 
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nach  Habich  ^)  auch  als  Grenzfall  der  Kurven  von  v.  Wasserschlbben  er- 
halten werden  kann,  daß  sie  also  in  enger  Beziehung  zu  dieser  bemer 
kenswerten  Gruppe  von  Polysektionskurven  steht  (§  40). 

Mit  der  Kurve  des  Hippias  wurde  zum  ersten  Male  das  Gebiet  der 
transzendenten  Kurven  betreten,  d.  h,  nach 
Leibniz^)  solcher  Kurven,  die  durch  keine  be- 
stimmte algebraische  Gleichung  mehr  ausgedrückt 
werden  können.  Im  Sinne  Descartes'  waren  der- 
artige Kurven  als  rein  mechanisch  und  damit 
als  unvollkommen  und  unexakt  zu  betrach- 
ten gewesen.  Wie  Newton  aber  (S.  4),  so  hatte 
sich  auch  Eheeneried  Walther  von  Tschirnhaus 
gegen  diese  Auffassung  gewandt  und  versucht, 
ihre  Nichtberechtigung  durch  Vergleich  neu  defi- 
nierter transzendenter  Kurven  mit  denen  des  Des- 
cartes nachzuweisen.  Seine  Medicina  mentis^) 
(1686)  bringt  bei  dieser  Gelegenheit  besonders 
die  Definition  einer  Quadratrix,  die  von  der 
des  Hippias  verschieden  ist  und  in  der  Geometrie 
allgemein  unter  Tschirnhausens  Namen  bekannt 
ist  (Fig.  187).  Ein  Quadrant  BQG  und  der  be- 
grenzende Radius  AG  mögen  durch  fortgesetztes 
Halbieren  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Teile  ge- 
teilt sein.  Man  zeichne  in  den  Teilpunkten  des 
Radius  Senkrechten  und  durch  die  Teilpunkte  des 
Quadranten  Parallelen  zum  Radius.  Die  Schnitt- 
punkte P  beider  Geraden  liegen  auf  der  Quadra- 
trix. Man  könnte  dieselbe  Kurve  auch  durch  Be- 
wegung zweier  Geraden  erhalten,  die  sich  parallel  zu  den  beiden  be- 
grenzenden Radien  AB  und  AC  verschieben  und  in  der  Anfangslage 
beide  durch  B,  in  der  Endlage  beide  durch  G  gehen.  Die  Bewegung 
der  Parallelen  zu  AB  müßte  gleichförmig,  die  der  Parallelen  zu  AG  aber 
harmonisch  sein.  Hieraus  würde  man  für  jeden  Punkt  P  der  Quadratrix 
die  Proportion  gewinnen 


Fig.  187. 


y  :  r  =  QXQ BQ  :  QXG  BG  = 
die  sofort  zu  der  Kurvengleichung 

y  =  —  arc  cos  — 


2(p  '.%, 


1)  Division  de  un  angolo.     Gaceta  cientifica  de  Lima.  1885.  Nr.  12.    Loria, 
Ebene  Kurven,  S.  329. 

2)  De  geometria  recondita  et  analysi  indivisibilium  atque  infinitorum.  1686. 

3)  Pao^  114.     Weissenborn,    Lebensbeschreibung  des   E.  W.  v.  Tschirnhaus, 
S.  39  und  111. 


184 


B  II.  Ib.  Transzendente  Polysektionskurven 


führt.  Betrachtet  man  die  angegebene  Bewegung  nicht  nur  im  ersten 
Quadranten,  sondern  verfolgt  sie  weiter,  so  sieht  man,  daß  die  Kurve  im 
ganzen  eine  Wellenlinie  bildet,  ähnlich  der  Sinuslinie.^)  Ihre  Anwendung 
auf  das  uns  hier  beschäftigende  Teilungsproblem  ist  wie  bei  der  Qua- 

dratrix  des  Hippias  ohne  weiteres  klar.  Soll 
der  Winkel  QÄB  (Fig.  18  7)  in  irgendeiner  vor- 
geschriebenen Weise  geteilt  werden,  so  be- 
stimmt man  durch  die  zw.  AG  gezogene 
Parallele  QQ^  den  Punkt  P  der  Quadratrix, 
zieht  FB  parallel  AB  und  teilt  nun  AB  so, 
wie  es  von  dem  Bogen  BQ  verlangt  wird. 
Hierauf  legt  man  durch  den  Teilpunkt  T 
wieder  eine  Parallele  zu  AB  bis  zum  Schnitt- 
punkte mit  der  Quadratrix,  zieht  durch 
diesen  die  Parallele  zu  ^0  und  erhält  U 
auf  BQ  als  gesuchten  Teilpunkt.  Da  man 
außer  P  natürlich  unendlich  viele  Schnitt- 
punkte auf  QQ'  zu  erwarten  hat,  die  zu 
-^x  dem  Winkel  360°+  cp,  720°  +  g?  usw.  ge- 
hören, so  ist  die  Teilung  jedesmal  eine  voll- 
ständige. 

Aus  derselben  Zeit  stammend  und  ähn- 
lich der  Tschirnhausenschen  Quadratrix  in 
ihrem  Verlauf  ist  eine  andere  Kurve,  die  zu- 
erst von  Jacques  Ozanam^)  (1640  —  1717)  betrachtet  worden  ist.  Um 
ihre  Konstruktion  zu  beschreiben,  denken  wir  uns  den  Kreis  A{r)  mit 
dem  festen  Durchmesser  OB  gezeichnet  (Fig.  188).  Von  0  aus  bewege 
sich  auf  der  Peripherie  der  Punkt  G  und  auf  der  durch  G  senkrecht  zu 
OB  gelegten  Geraden  DG  sei  P  durch  die  Bedingung 

i)P  =  arcOC 

bestimmt.    P  beschreibt  dann  die  angegebene  Kurve,  deren  Gleichung 

2r 
durch  Elimination  von  (p  aus  den  der  Figur  entnommenen  Beziehungen 

X  =  r{l-T-  cos  (p),     y  =  r{%  —  (p) 

gewonnen  werden  kann.  Die  Bedingungsgleichang  gestattet  nun,  jede 
gewünschte  Teilung  des  Bogens  0(7  an  der  Strecke  DP  vorzunehmen. 
Ist  T  der  Teilpunkt  und  zieht  man  TP'  parallel  der  a;- Achse  und  P'D' 

1)  In  dieser  Gestalt  tritt  sie  uns  schon  bei  Albrecht  Dürer  in  der  „Under- 
■weysung  der  messung  mit  dem  zirckel  nnd  richtscheyt"  (1525)  entgegen  (1.  Buch 
Fig.  17),  wo  sie  „schneckenlini"  genannt  wird. 

2)  Dictionnaire  mathematique,  Amsterdam  1691.  Loria,  Ebene  Kurven,  S.  417, 
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parallel  der  y- Achse,  so  wird  auf  der  Peripherie  ein  Punkt  Q  ausge- 
schnitten von  der  Eigenschaft,  daß  DT  =  arc  0  Q  und  folglich 

TP  =  arc  QC 

ist,  so  daß  durch  Q  der  Bogen  0(7  in  derselben  Weise  geteilt  wird,  wie 
die  Strecke  DP  durch  T.  Der  bequemen  Konstruierbarkeit  halber  kann 
man  übrigens  die  Bedingungsgleichung  durch 

DP  =  Ä;-arcOC 

ersetzen,  worin  Je  einen  willkürlichen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet. 
Die  Anwendbarkeit  der  Kurve  auf  das  Teilungsproblem  wird  dadurch 
in  keiner  Weise  beeinträchtigt.  Ähnliches  gilt  auch  für  die  anderen 
Quadratr  ixkur  ven . 

Die  letzte  zu  dieser  Gruppe  ge- 
hörige Kurve  hat  so  hervorragende 
geometrische  Eigenschaften,  daß  man 
zu  ihr  im  Laufe  der  Zeit  auf  den  ver- 
schiedensten Wegen  gelangt  ist.  Ab- 
gesehen von  der  Streitfrage,  ob  sie  schon 
den  Alten  bekannt  gewesen  sei^),  taucht 
sie  zum  ersten  Male  in  den  Philoso- 
phical  Transactions  vom  Jahre 
1700  in  einer  anonymen  Abhandlung^) 
auf,  als  deren  Verfasser  man  nach 
Loria^)  und  Wölffing"*^)  J.  Perko  anzusehen  hat.  Für  unsere  Zwecke  be- 
deutungsvoll wird  die  Kurve  als  Lösung  einer  zuerst  von  Daniel  Bbenoulli 
und  Christian  Goldbach^)  behandelten  Aufgabe,  welche  lautet:  Denkt  man 
sich  auf  allen  Kreisen,  die  eine  gegebene  Gerade  in  einem  vorgeschrie- 
benen Punkte  berühren,  vom  Berührungspunkte  aus  Bogen  von  derselben 
Länge  abgegrenzt,  welches  ist  dann  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte 
dieser  Bogen?  Die  Lösung  ist  sehr  einfach,  wenn  man  die  Gerade  als 
Polarachse  und  den  Berührungspunkt  als  Pol  wählt  (Fig.  189).  Ist  näm- 
lich l  =  2rcp  die  konstante  Bogenlänge,  so  ist  offenbar  für  den  Punkt  P 
der  gesuchten  Kurve  q  =  2ramq),  und  daher  ist 

Zsin  qp 


Fig.  189. 


die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes.  Die  Köchle oide,  wie  die   Kurve 

1)  P.  Mansion,  Mathesis  V,  1885,  S.  92. 

2)  The  coDstruction  of  a  Quadratrix  to  the  circle  being  the  curve  described 
by  its  equable  evolution. 

3)  Ebene  Kurven  S.  424. 

4)  ßibliografia  della  cocleoide,  Boll.  di  bibl.  e  storia  III,  1900. 

5)  Brief  vom  .30.  u.  31.  Okt.  1726  in  Correspondance  math.  et  phys.  de  quel- 
ques celebres  geometres  du  XVIll.  Siecle  (Fuß)  II,  1843,  S.  242  u.  244. 
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später  von  C.  Falkenburg^)  genannt  wurde,  läßt  sich  nun  zunächst  auf 
Grund  ihrer  Definition  ganz  leicht  punktweise  konstruieren.  Da  näm- 
lich für  irgend  zwei  berührende  Kreise  arc  OP  =  arc  OP'  sein  muß,  so 
bekommen  wir  die  Beziehung  2^95  =  2r'  q)',  oder 

r  :  r'  =  q)'  :  (p. 

Man  gehe  also  von  irgendeinem  Kreise  aus,  sein  Radius  sei  r,  und 
es  gehöre  der  Winkel  cp  zum  Bogen  l  seiner  Peripherie.    Dann  wird  in 

dem  Kreise  mit  dem  Radius  n  •  r  zum  Bogen  l  der  Winkel  —  gehören. 

Dadurch  nun,  daß  man  n  beliebig  viele  passende  Werte  durchlaufen  läßt, 
erhält  man  beliebig  viele  Punkte  der  Kochleoide.  Gleichzeitig  aber  kann 
die  angegebene  Proportion  auch  dazu  dienen,  mit  Hilfe  der  Kochleoide 
jeden  Winkel  q)  in  jedem  gewünschten  Verhältnis  zu  teilen.  Soll  etwa 

w  =  —w  sein,  so  sehen  wir,  daß  wir  nur  r  =  —  ■  r  zu  konstruieren  haben. 

Man  verfährt  also  in  der  Weise,  daß  man  den  zu  teilenden  Winkel  ^ 
in  0  an  OX  anträgt,  den  Schnittpunkt  P  mit  der  Kurve  bestimmt  und 
das  Mittellot  zu  OP  zeichnet.  Dadurch  findet  man  M.  und  den  Kreis 
M.{r).  Jetzt  konstruiert  man . /  auf  Grund  der  Proportion  r:r^  =  (p' :(p, 
schlägt  den  Kreis  M'  (/)  und  hat  damit  den  Punkt  P'  und  den  Winkel 
P'OX  als  das  gesuchte  Resultat. 

§  50.  Die  Spiralen. 

Der  Anwendung  der  Quadratrix  auf  das  Teilungsproblem  läßt  Pappus 
die  der  Spirale  des  Archimedes  folgen.^)  Diese  Kurve,  deren  Entdeckung 
Pappus  irrtümlicherweise  dem  Konon,  einem  Freunde  des  Archimedes, 
zuschreibt,  entsteht  dadurch,  daß  auf  einem  gleichförmig  um  einen  festen 
Pol  rotierenden  Strahl  ein  Punkt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
vom  Pol  entfernt.  Ist  0  der  Pol  und  OÄ  die  Anfangslage  der  Geraden 
(Fig.  190),  so  ist  offenbar  der  Radiusvektor  q  dem  Drehungswinkel  (p 
proportional  und  daher 

(1)  Q==a(p 

die  Gleichung  der  Spiralen.  Für  zwei  verschiedene  Lagen  des  Punktes  Pist 

(2)  q:q'  =  q):  95', 

und  man  sieht,  daß  der  Winkel  q)  durch  Konstruktion  dieser  Proportion 
sich  in  jedem  Verhältnis  teilen  läßt.  Die  Kurve  kann  instrumenteil  ge- 
wonnen werden,  wie  Tillieros  (1742)^)  und  Suaedi  (1752)^)  gezeigt 
haben,  und  ist  daher,  wie  aus  ihrer  Definitionsgleichung  zu  schließen 

1)  Grunerts  Archiv.  70.  1884.  S.  259. 

2)  Collectiones  IV,  Probl.  XI,  prop.  XXXV. 

3)  Machines  approuvees  par  l'Academie,  t.  7,  p.  163 

4)  Nuovi  istromenti  per  la  descrizione  di  diverse  curve  antiche  e  moderne. 
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ist,  die  antike  Konkurrentin  der  Quadratrix  des  Hippias,  deren  meclia- 
nische  Erzeugbarkeit  gleichfalls  von  Suardi  nachgewiesen  worden  ist. 
Die  Transformation  durch  reziproke  Radienvektoren  führt  die  Archi- 
medische Spirale  über  in  die  Kurve 

(3)  Qq)  =  a, 

die  von  Johann  Beenoulli^)  1710  mit  dem  Namen  hyperbolische 
Spirale  belegt  worden  ist.   Da  für  sie  nur 

(4)  q:q'  =  (p'  :cp 

an  die  Stelle  von  (2)  tritt,  so  läßt  sie  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie 
die  Archimedische  Spirale  mit  dem 
Teilungsproblem  in  Verbindung  brin- 
gen. 

Die  parabolische  oder  Peemat- 
sche  Spirale  ist  definiert  durch  die 
Gleichung 

(5)  Q^  =  a^cp. 

Wir  begegnen  ihr  zum  ersten  Male 
in  einem  an  den  berühmten  Pater 
Maein  Meesenne  gerichteten  Briefe  _.    ,„„ 

°  Fig.  190. 

PiEEEE Feemats ^)  (1601 — 65),  indem 

sie  als  die  von  Pappus  erwähnte  „wunderbare  Kurve"  des  Mbne- 
LAUS  VON  Alexandeien  hingestellt  wird.  Aus  ihrer  Definitionsgleichung 
leitet  man  die  Proportion 


(6) 

q'--q''  = 

(p:(p' 

ab  und  erhält  damit 

(7) 

q"  =  9' 

Verlangt 

man,  daß  etwa 

9' 

'.  (p  =  m  : 

n  sei, 

(8) 

q"  =  q 

VI 

SO  besteht  weiter 


und  q'  wird  als  mittlere  Proportionale  zu  q  und  —  q  konstruiert  werden 
können. 

Die  zu  dieser  Kurve  Inverse  ist  von  Rogee  Cotes^)  (1652 — 1716) 
entdeckt  und  mit  dem  Namen  Lituus,  Krummstab,  belegt  worden.  Ihre 
Gleichung 
(9)  Q\  =  a^ 

läßt  erkennen,  daß  sie  in  ganz  analoger  Weise  wie  die  parabolische 
Spirale  zur  Lösung  des  Teilungsproblems  herangezogen  werden  kann. 

1)  Opera  omnia  I,  480. 

2)  OEuvres  de  Fermat  II  12,  III  277. 

3)  Harmonia  Mensurarum.    Cambridge  1722.    S.  85. 
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Endlicli  sei  die  unter  Galileis  Namen  bekannte  Spirale 

(10)  Q^-a-ltp^ 

angeführt,  die  als  die  Bahn  eines  frei  fallenden  Körpers  bei  Berück- 
sichtigung der  Erdrotation  aufzufassen  ist.^)  Für  zwei  ihrer  Punkte  be- 
steht stets  die  Beziehung 

o-^  _  {■i)\ 

a—Q  \qp/ 

oder  ,2 

und  die  Bedingung  (p'  =  —(p  macht  hieraus 

(11)  «-?'  =  (« -?)©'• 

Es  ist  ohne  weiteres  einleuchtend,  daß  diese  Gleichung  für  jedes  in  Frage 

kommende  —  konstruiert  werden  kann,  so  daß  o'  und  damit  auch  —  cp 

zu  finden  ist. 

Bezüglich  der  Punktkonstruktion  der  Spiralen  genügt  der  Hinweis 
auf  die  für  jede  einzelne  charakteristische  Proportion. 

§  51.   Die  Zykloiden. 

Wenn  eine  Kurve  auf  einer  anderen  rollt,  so  beschreibt  jeder  ihrer 
Punkte  eine  Trochoide  oder  Roll  kurve.  Insbesondere  können  beide 
Kurven  Kreise,  oder  die  eine  ein  Kreis  und  die  andere  eine  Gerade  sein; 
der  Weg  eines  Punktes  der  rollenden  Kurve  wird  dann  Zykloide  ge- 
nannt. 

Das  Prinzip  der  Zykloidenerzeugung  ist  uralt.  Wie  die  Beobach- 
tung eines  bewegten  Wagenrades  den  Wunsch  nach  Untersuchung  der 
Bahnkurve  seiner  Punkte  nahegelegt  haben  mag,  so  griff  man  umgekehrt 
zur  Erklärung  der  eigentümlich  verschlungenen  Bahnen  der  Planeten 
auf  die  Radbewegung  zurück  und  konstruierte  die  Epizyklensysteme,  wie 
sie  im  Almagest  niedergelegt  sind  und  sich  bis  auf  Hipparch  (2.  Jahrh. 
V.  Chr.)  zurückverfolgen  lassen.  Merkwürdig  ist  nur,  daß  sich  die  ge- 
meine Zykloide,  die  durch  Rollen  eines  Kreises  entlang  einer  Ge- 
raden entsteht,  nicht  mit  Sicherheit  bei  den  Alten  nachweisen  läßt,  son- 
dern daß  ihre  Geschichte  in  der  Hauptsache  erst  bei  Galilei  beginnt, 
dem  sie  auch  den  Namen  verdankt.  Das  ist  um  so  merkwürdiger,  als 
ja  gerade  diese  Kurve  das  von  den  Griechen  so  heiß  umworbene  Pro- 
blem der  Rektifikation  und  Quadratur  des  Kreises  auf  die  einfachste  und 
natürlichste  Weise  löst,  so  daß  sie  bei  der  notorischen  Bekanntschaft 
mit  dem  Prinzip  der  Rollkurvenerzeugung  eigentlich  kaum  daran  vor- 
übergegangen sein  können. 

1)  (Euvres  de  Fermat  11,  S.  12.     Loria,  Ebene  Kurven,  S.  436. 
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189 


Da  die  gemeine  Zykloide  mit  der  Rektifikation  des  Kreises  im  eng- 
sten Zusammenhange  stellt,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  sie  auch  dem 
Teilungsproblem  gegenüber  eine  bedeutende  Rolle  spielen  wird.  Um  diese 
wohl  zuerst  von  Johann  Bernoulli^)  (1667 — 1748)  bemerkte  Eigenschaft 
näher  kennen  zu  lernen,  betrachten  wir  Figur  191.  Durch  Rollen  des 
Kreises  M  entlang  der  ic-Achse  ist  der  Zykloidenbogen  zwischen  P  und 
Q  als  Bahn  des  Punktes  P  entstanden.  Die  vollständige  Kurve  setzt 
sich  natürlich  aus  unendlich  vielen  derartigen  Bögen  zusammen  und 
hat  die  Gleichung 
(1)  X  =  r  (q)  —  sin  (p)       y  =  r(l  —  cos  g?), 


rig.  191. 

worin  r  den  Radius  und  tp  den  Rotationswinkel  des  Kreises  bedeuten. 
Da  die  durch  den  Zykloidenbogen  bestimmte  Strecke  P^  jedesmal  gleich 
dem  Kreisumfange  ist,  so  kann  man  eine  Teilung  der  Peripherie  zu- 
nächst an  dieser  Strecke  FQ  vornehmen.  Es  handelt  sich  dann  nur 
noch  darum,  die  erhaltenen  Teilpunkte  auf  den  Kreis  zu  übertragen. 
Das  geschieht  mit  Hilfe  der  Beobachtung,  daß  alle  Punkte  unseres  Kreises 
kongruente  Zykloiden  beschreiben,  die  nur  gegeneinander  verschoben 
sind.  Wir  werden  also  die  Teilpunkte  (z.  B.  U-^ü^  .. .)  dadurch  auf  den 
Kreis  übertragen  können,  daß  wir  den  Zykloidenbogen  PQ  mit  dem 
Endpunkte  Q  nach  den  Teilpunkten  verschieben  und  die  Schnitte  des 
Bogens  mit  dem  Kreis  ermitteln.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  wird  man 
auch  verfahren,  wenn  man  nur  einen  Bogen  (z.  B.  PT^)  teilen  soll. 
Man  hat  zunächst  mit  Hilfe  der  Zykloide  den  Kreisbogen  zu  rektifi- 
zieren, die  dadurch  auf  der  a;- Achse  erhaltene  Strecke  (P  U^)  in  der  ver- 
langten Weise  zu  teilen  und  endlich  die  Teilpunkte  wieder  auf  die  Peri- 
pherie zu  übertragen.  Natürlich  hat  man  zu  alledem  sich  einen  Zyklo- 
idenbogen auszuschneiden  oder  auf  durchsichtigem  Papier  zu  entwerfen, 
was  durchaus  exakt  geschehen  kann,  da  schon  von  Suabdi^)  die  mecha- 
nische Erzeugbarkeit  unserer  Kurve  demonstriert  worden  ist. 

Es  ist  ohne  weiteres  zu  erwarten,  daß  auch  die  durch  das  Rollen 


1)  Opera  I.  199. 

2)  Nuovi  istromenti  etc.     Breacia  1752.     Braunmühl,    Studie   über  Kurven- 
erzeugnng  in  Dyck,  Katalog  math.  Modelle.    S.  81. 
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eines  Kreises  an  einem  anderen  unter  äußerer  resp.  innerer  Berührung 
entstellenden  Epi-  und  Hypozykloiden^) 


=  (R  -{-  r)  cos  q)  —  r  cos  ( — ~  (p\ 

=  {R  +  r)  sin  cp  —  r  sin  [ — ^  ^  | 

X  =  (B  —  r)  cos  cp  -\-  r  cos  ( — —  (pj 

y  =  (R  —  r)  sin  (p  —  r  sin  ( — ~  ^ ) 


(2) 

y 

(B-r 
\x  =  \ii  —  r)  cos  q)  -\-  r  cos  ( 


in  ganz  ähnlicher  Weise  dem  Teilungsproblem  dienstbar  gemacht  werden 
können.  Da  hier  die  Basis  eine  endliche  ist,  so  kann  unter  Umständen 
nach  einmaligem  Durchlaufen  des  festen  Kreises  der  erzeugende  Punkt 
wieder  mit  seiner  Anfangslage  zusammenfallen.  Es  wird  dann  der  Um- 
fang des  rollenden  Kreises  wmal  in  dem  Umfang  des  Basiskreises  ent- 
halten sein,  was  der  Beziehung 

(4)  R^n-r 

zwischen  den  Radien  entspricht.  Epi-  und  Hypozykloiden  haben  in 
diesem  Falle  n  Spitzen,  durch  die  der  Umfang  des  festen  Kreises  in 
n  gleiche  Teile  geteilt  wird.  Da  die  Bewegung  sich  sehr  leicht  durch 
zwei  Zahnräder  realisieren  läßt,  so  hat  diese  Überlegung  offenbar  be- 
sondere praktische  Bedeutung.  Aber  unter  derselben  Voraussetzung  (4) 
läßt  sich  auch  jeder  Bogen  des  Basiskreises  in  n  gleiche  Teile  teilen. 
Berührt  z.  B.  der  rollende  Kreis  (Fig.  192)  in  der  Anfangslage  den  festen 
Kreis  M  im  Punkte  P  und  in  der  Endlage  im  Punkte  Q,  und  ist  dabei 
P  in  die  Lage  P'  gerückt,  so  sind  die  Bogen  RQ  des  festen  und  R^  Q 
des  bewegten  Kreises  einander  gleich,  d.  h.  es  ist 

R(p  =  rtp' 
und  somit 

(5)  nq)  =  (p'. 

Der  Punkt  P'  läßt  sich  also  für  jedes  (p  bestimmen  und  mit  ihm 
gleichzeitig  die  Punkte  Ri,R^  .  ■  ■  Pn—i,  die  den  Bogen  QR'  in  n  gleiche 
Teile  teilen.  Da  nun  aber  auch  hier  wieder  alle  Punkte  des  rollenden 
Kreises  kongruente  und  nur  gegenseitig  verschobene  Kurven  beschreiben, 
so  erhält  man  die  (n  —  1)  Teilpunkte  des  Bogens  RQ,  wenn  man  die 
Kurve  so  verschiebt,  daß  sie  der  Reibe  nach  durch  R^,  R^  . . .  Rn—i  hin- 
durchgeht. Instrumente  zur  mechanischen  Konstruktion  der  betrach- 
teten Kurven  sind  zuerst  von  Albrecht  Dürer  ^)  und  von  Suardi^)  an- 
gegeben worden.     Sie  spielen  direkt  die  Rolle  von  Polysektionszirkeln. 

1)  Ygl.  RiDOLFi,  Die  alcuni  usi  delle  epicicloidi  e  di  uno  strumento  per  la 
loro  descrizione  etc.     Firenze  1844.    S.  13 — 17.     Loria,  Ebene  Kurven.    S.  499. 

2)  Underweysung  etc.    1525.    (I.Buch.    Fig.  42.)         3)  Siehe  oben. 
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Wie  die  gemeine  Zykloide  als  Spezialfall  für  B  =  oo  aus  den  so- 
eben besprochenen  Kurvenarten  hervorgeht,  so  kann  man  auch  den  Fall 
r  =  oo  annehmen  und  er- 
hält dann  die  sogenannte 
Kreisevolvente.^jDiese 
ist  somit  definiert  als  Ort 
eines  Punktes  auf  einer 
Geraden,  die  an  einem 
festen  Kreise  rollt,  und 
ihre  mechanische  Erzeugung  kann 
dadurch  geschehen,  daß  man  einen 
undehnbaren  Faden  von  einem 
festen  Kreise  abwickelt  und  den 
Endpunkt  des  Fadens  mit  einer 
Schreibvorrichtung  versieht.  Ihre 
Anwendung  auf  die  Teilung  eines 
Kreisbogens  entspricht  genau  den 
bei  den  anderen  Zykloiden  be- 
sprochenen Methoden.  Denkt  man 
sich  den  Faden  zunächst  ganz  auf- 
gewickelt und  ist  der  erzeugende 
Endpunkt  P  (Fig.  193),  so  wird 
beim  allmählichen  Abwickeln  das 
freie  Fadenende  stets  den  freige- 
wordenen Kreisbogen  rektifizieren; 
es  wird  also  immer 


(6)  P'Q^arcPQ 

sein.  Infolgedessen  kann  man  eine 
vorgeschriebene  Teilung  des  Bo- 
gens  PQ  zunächst  an  der  Strecke 
P'  Q  vornehmen  und  hat  dann  nur 
noch  dafür  zu  sorgen,  daß  zu  dem 
Teilpunkte  T'  der  mit  ihm  beim 
Wiederaufwickeln  des  Fadens  auf 
den  Kreis  zur  Deckung  kommende 
gesuchte  Teilpunkt  T  richtig  kon- 
struiert wird.  Da  aber  T'  beim 
Auf-  oder  Abwickeln  des  Fadens 
selbst  eine  mit  der  des  Punktes  P 
kongruente  Kreisevolvente  be- 
schreibt,   so    geschieht   die  Kon- 


Fig. 193. 


1)  De  La  Hire,  Traitd  des  roulettes,  Mem.  de  TAc.  des  Sciences  1708.  S.  369. 
Loria,  Ebene  Kurven.    S.  499. 
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struktion  von  T  einfach  dadurch,  daß  man  durch  T'   die  fertig  kon- 
struierte Kurve  des  Punktes  P  hindurchlegt. 

§  52.    Die  trigonometrischen  Knrven. 

Die  trigonometrischen  Kurven  entstehen  dadurch,  daß  man  zu 
Abszissen,  die  dem  Bogenmaß  des  Winkels  proportional  sind,  die  tri- 
gonometrischen Funktionswerte  als  Ordinaten  aufträgt.  Setzt  man  z.  B. 
x  =  a  •  q),  was  darauf  hinauskommt,  daß  man  für  die  Bogenlänge  cp==l 
auf  der  Abszissenachse  die  willkürliche  Strecke  x  =  a  annimmt,  und 
ermittelt  man  die  zu  (p  gehörigen  Funktionswerte  in  einem  mit  dem 
willkürlichen  Radius  &  um  den  Koordinatenanfang  beschriebenen  Kreise, 
so  erhält  man  die  Kurven 


(1)  2/  =  &  sin—    y  =  h  cos  —    «/  =  &  tang—  usw., 


die  als  Sinus oide,  Kosinusoide  usw.  bezeichnet  werden. 

Die  erste  derartige  Kurve  in  der  Geschichte  der  Mathematik  ist  die 
sogenannte  Gefährtin  der  Zykloide,  die  von  Robeeval^)  1634  zur 
Quadratur  der  Zykloide  benutzt  wurde  und  nichts  anderes  als  eine  Sinus- 
linie ist.     Ihr  folgte  die  uns  schon  bekannte  TscniRNHAUSENSche  Qua- 

dratrix,  deren  Gleichung  y  =  —  arc  cos  -  (S.  183)  ja  auch  in  der  Form 

X  =  r  COS  ^  geschrieben  und  somit  bei  Yertauschung  der  Koordinaten- 

achsen  zur  völligen  Übereinstimmung  mit  der  Gleichung  der  Kosinus- 
kurve gebracht  werden  kann. 

Da  nach  der  Definition  die  Abszissen  bei  allen  trigonometrischen 
Kurven  der  Bogenlänge  proportional  sind,  so  können  die  Kurven  ohne 
weiteres  zur  Kreisteilung  herangezogen  werden.     Liegt  z.  B.  die  Sinus- 

oide  ^  =  &  sin  —  gezeichnet  vor,  und  soll  der  Winkel  cp  nach  der  Pro- 
portion 

(2)  (p' :  q)  =  m  :  n 

geteilt  werden,  so  ist  zunächst  x  =  acp  und  x'  =  a  •  —  cp,  also 

(3)  x' :  X  =  m  :  n. 

Man  hat  also  aus  dem  zugrunde  gelegten  Kreise  mit  Radius  h  den 
zu  (p  gehörigen  Funktionswert  y  zu  bestimmen,  der  Sinuskurve  die  mit 
y  verbundene  Abszisse  x  zu  entnehmen  und  diese  in  der  vorgeschrie- 
benen Weise  zu  teilen.  Genügt  x'  der  Proportion  (3),  und  ist  y'  der  zu 
x'  gehörige  Funktionswert,  so  wird  man  nun  wieder  im  Kreise  h  mit 

Hilfe  von^'  einen  Winkel  gp'  konstruieren  können,  der  als  —  g)  betrachtet 

werden  muß.     Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Kurven. 


1)  De  Trochoide  ejusque  spatio.    Mem.  del'Ac.  des  Sciences  VI.    S.  295 — 345. 
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2.  Näherungskonstruktionen  zur  Polysektion. 

§  53.    Methoden  von  Fialkowski. 

Die  Polysektionsmethoden,  die  Nicoläus  Fialkowski  in  seiner  schon 
bei  der  Trisektion  erwähnten  „Teilung  des  Winkels  und  des  Kreises" 
(1860)  behandelt,  beschränken  sich  in  der  Hauptsache  auf  Anwendungen 
der  Quadratricen  des  Hippias  und  Tschirnhausens,  sowie  der  Archime- 
dischen Spirale  und  scheiden  daher  als  Gegenstand  des  vorigen  Ab- 
schnittes gegenwärtig  von  der  Besprechung  aus.  Von  den  eigentlichen 
Näherungskonstruktionen  scheinen  mir  die  folgenden  drei  der  Beachtung 
wert  zu  sein,  besonders  weil  sie 
teilweise  zufrüher  besprochenen 
Konstruktionen  in  naher  Be- 
ziehung stehen. 

Die  erste ^)  ist,  wie  Fial- 
kowski selbst  hervorhebt,  eine 
Verallgemeinerung  der  Rbnal- 
DiNischen  Regel  (§  8).  Man 
verfährt  dabei  so,  daß  man 
um  den  Scheitel  des  Winkels 
AGB  ==  (p  den  Kreis  G  (1) 
schlägt,  in  ihm  den  zu  AG  senk- 
rechten Durchmesser  DE  konstruiert  und  über  DE  das  gleichseitige  Drei- 
eck DEF  erriGhtet  (Fig.  194).  Durch  die  Verbindungslinie  von  B  und  F 
wird  die  Strecke  GG  auf  GD  abgegrenzt,  und  man  soll  nun  GG  in  die- 
selbe Anzahl  gleicher  Teile  teilen,  in  die  man  den  Winkel  AGB  zu  teilen 
wünscht.  Es  wird  behauptet,  daß  dann  die  von  F  durch  die  Teilpunkte 
gelegten  Strahlen  an  dem  Bogen  AB  die  verlangte  Teilung  hervorbringen. 

In  der  Tat  ist  der  Fehler  nicht  groß.  Ist  etwa  GH  =  —  GG  und  setzt  man 

«^  GFH  =  X  und  -^  JGA  =  |,  so  leitet  man  leicht  die  Beziehungen  ab 


Fig.  194. 


tang  X 
aus  denen  sich 


m  sm  qp 


und     sin  (^  —  a?)  =  ]/3  sin  x, 


w(]/3  -f  cos  (p) 

berechnen  läßt.    Zum  Beispiel  findet  man  für 

q)  =  40°,     m  =  1,     n  =  5 

den  Wert  |  =  8°  3,2'  statt  8«^  und  für  m  =  4, »« =  5  den  Wert  |  =  32^4,3' 
statt  32°. 

Die  Quadrantenmethode^),  deren  Anwendung  auf  die  Trisektion 
schon  im  §  34  behandelt  wurde,  geht  aus  der  "soeben  besprochenen  da- 
durch hervor,  daß  man  die  Hilfsteilung  nicht  an  der  Strecke  GG,  son- 
dern an  dem  mit  dem  Radius  GG  um  G  beschriebenen  Quadranten  GK 
vornimmt  (Fig.  195).     Außerdem  projiziert  man  die  Teilpunkte  nicbt 


1)  a.  a.  0.  VI.  S.  211.  2)  Das.  VII.  S.  216. 

Mitzscherling:  Problem  der  Kreisteilung 
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von  F  aus,  sondern  benutzt  die  Seltnen  des  Quadranten  direkt  als  Seh- 
nen des  Boffens  JBA.     Ist  also   z.  B.   GH  die    Sehne    zu  ^r-'  so  soll 

BJ=  GH  den  Winkel  BCJ  =  —  ergeben.  Die  trigonometrische  Rech- 
nuns  führt  zu  der  Formel: 

sm^BGJ=^^ 


Kg.  195 


die  sich  leicht  auswerten  läßt.  Für  cp  =  40°,  w  =  5  wird  BCJ=1°  59,7', 
und  man  sieht,  daß  hier  die  Annäherung  noch  besser  als  bei  dem  ersten 
Verfahren  ausfällt. 

Bei  der  dritten  Methode^)  macht  man  auf  dem  Schenkel  ;4i)  des 
Winkels  AHB  =  cp  die  Strecken  AG  und  DG  gleichlang  (Fig.  196)  und 
schlägt  um  G  den  Kreis  mit  Radius  AG,  der  den  anderen  Schenkel  in 
B  trifft.  Über  AD  errichtet  man  das  gleichseitige  Dreieck  ADF,  ver- 
bindet B  mit  F  und  teilt  die  durch  diese  Verbindungslinie  von  A  G  ab- 
geschnittene Strecke  AB  in  n  gleiche  Teile.  Projiziert  man  jetzt  die 
Teilpunkte  von  i^aus  auf  den  Bogen  AB  und  verbindet  die  erhaltenen 
Projektionen  mit  D,  so  wird  auch  der  Winkel  q)  in  n  gleiche  Teile  ge- 
teilt. Fialkowski  erklärt  diese  Methode  von  allen,  die  er  anführt,  als 
die  vorzüglichste.  Um  eine  Vorstellung  von  ihrer  Genauigkeit  zu  be- 
kommen, führe  man  auch  hier  die  allerdings  etwas  umständliche  Rech- 
nung für  g)  =  40^,  n  =  b  durch  und  bestimme  den  Winkel  BDT.  Man 

wird  finden,  daß  die  Abweichung  von  dem  exakten  Werte  %=^^  nur 
ca.  3"  beträgt,  wodurch  Fialkowskis  Behauptung  gerechtfertigt  erscheint. 


§  54.    Methode  von  E.  Lampe. 

Einen  eigenartigen  Reiz  besitzt  die  Polysektionsmethode  von  Emil 
Lampe.^)    Ihr  höchst  einfaches  Prinzip  im  Verein  mit  ihrer  großen  Zu- 

1)  a.  a.  0,  XV.    S.  237. 

2)  Grelles  Journal  Bd.  100,  S.  364.    1887.    Die  Abhandlung  ist  vom  Jahre  1885. 
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Die  Methoden  von  Fialkowski  und  von  Lampe  195 

verlässigkeit  läßt  sie  für  die  Praxis  besonders  empfehlenswert  erscheinen. 
Sie  beruht  auf  folgenden  geometrischen  Überlegungen.  Um  den  Scheitel 
0  des  Winkels  AOD  =  2nq)  habe  man  den  Kreis  0(1)  geschlagen  und 
man  habe  ferner  den  Bogen  AD  ivi  n  gleiche  Teile  geteilt  (Fig.  197). 
Ist  RQ  derjenige  Durchmesser,  der  den  Winkel  AOD  halbiert,  so  kann 
man  jetzt  auf  diesem  irgendeinen  Punkt  P  zwischen  0  und  M  wählen 
und  mit  J.und  D  sowie  mit  den  Teilpunkten  des  Bogens  AD  verbinden. 

Es  entstehen  dadurch  bei  P  n  Win-  ^ -„^^^^ 

kel,  und  da  diese  für  OP  =  0  und  /"^  ^X,^^ 

OP  =  1    sämtlich   einander   gleich  /  ^^^ 

sind,   so  erhebt  sich  die  Frage,  ob  /  ^^-"y^    \ 

diese  Grleichheit  auch  für  ein  beliebi-  /  y'''"^  ^^^:z=^^^='''"'\'" 

ges  OV  wenigstens  näherungsweise    ~^'| — 7?'-^fer5^f^Z~ f^ — 

bestehen  bleibt.    Lampe  führt  die  \  "^-^     \r^''''^='^6'— _ 

Rechnung  für  den  Fall  »«  =  3  durch.  \  ""-Nv      / 

Er  setzt    OP  ^=  x   und  bezeichnet  \  /^^^ 

die  beiden  verschiedenen  Winkel  bei  \.^^  ^^ 

P  mit  /3  und  y.  Aus  der  Figur  ent- 
nimmt man  die  Beziehungen 

(1)  tang(  =  ^^^^      tang((-f;.)  =  -^^^, 

woraus 

{T\        tanff  {&  —  y\^ 4a;(a3^-l)sin«qp 

^^  ^^^        ^^       a3*-}-4a;»cos''9-(-6a;2(2cos^gj-l)-f-4a;cos39  +  l 

abgeleitet  werden  kann.  Die  Extremwerte  dieser  Funktion  von  x  ge- 
nügen einer  Gleichung  6.  Grades,  die  sich  aber  reduzieren  läßt  auf  die 
quadratische  Gleichung: 

(3)  ä;^  —  4a;  cos  gj  +  1  =  0. 
Infolgedessen  kann  man  a;  aus  (2)  eliminieren  und  erhält 

( A\  a  f  i  2  sin^m  2sin2  (P 

(4)  p  —  y  =  ±.  arc  tang -^=  =  +  arc  tang ^ 

°(3-sm2g))y3-4BinV  (3-sinV)|/8in39 

als  gesuchten  Extremwert.  Für  A  Oi)  =  90°,  g)  ==  15°  beispielsweise  be- 
rechnet sich  die  Maximaldifferenz  von  24,6',  für  J.  OD  =  45°,  ^  =  7° 30' 
gar  nur  von  3,0'.  Man  sieht  also,  daß  die  Winkel  bei  P  so  wenig  von- 
einander verschieden  sind,  daß  man  sie  praktisch  als  gleich  groß  an- 
sehen darf,  zumal  wenn  AOD  wesentlich  unter  90°  liegt.  Ähnliches 
gilt  auch  für  größere  Werte  von  n. 

Dieses  Ergebnis  führt  nun  zu  der  folgenden  Polysektionsmethode. 
Man  trägt  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  0  einen  beliebigen  Bogen 
wmal  hintereinander  ab,  so  daß  man  einen  in  n  gleiche  Teile  geteilten 
Winkel  AOD  erhält.  Über  der  Sehne  AD  konstruiert  man  den  Kreis- 
bogen,  der  den  zu  teilenden  Winkel  APD  als  Peripheriewinkel  faßt, 

13* 
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wobei  man  es  durch  geeignete  Wahl  der  aufgetragenen  Kreisbogen 
immer  so  wird  einrichten  können,  daß  P  auf  der  Halbierungslinie  von 
AOD  zwischen  0  und  R  zu  liegen  kommt.  Jetzt  hat  man  nur  noch  P 
mit  den  Teilpunkten  des  Bogens  AD  zn  verbinden,  um  die  w- Teilung 
von  APD  zu  erreichen.  Noch  weit  bequemer  ist  es  aber,  wenn  man 
sich  etwa  auf  durchsichtigem  Papier  einen  beliebigen  Kreis  0  aufzeich- 
net und  auf  seiner  Peripherie  den  in  n  gleiche  Teile  geteilten  Bogen  AD 
sowie  den  Durchmesser  R  Q  angibt.  Dieses  Blatt  verschiebt  man  in  der 
Ebene  des  zu  teilenden  Winkels  so  lange,  bis  der  Scheitel  P  auf  RQ 
zwischen  0  und  R  liegt  und  die  Punkte  A  und  D  auf  die  Schenkel  des 
Winkels  fallen,  was  natürlich  nur  bei  geeigneter  Größe  des  Bogens  AD 
möglich  ist, 

§  55.  Methode  von  E.  CoUignon. 

Um  den  Scheitel  0  des  Winkels  BO A  =  n  •  cp  sei  der  Kreis  0  (1) 
geschlagen,  ferner  sei  der  Winkel  FOA  =  q)  bestimmt  und  auf  dem  von 

B  auf  OA  gefällten  Lote  BC  sei  die  Strecke  i) (7  =  — PO  abgetragen 

(Fig.  198).    Errichtet  man  in  D  die  Senkrechte  auf  Bö,  so  wird  sie  den 

Strahl  OF  in  einem  Punkte  F  schneiden,  und  man  kann  sich  die  Frage 

vorlegen,  ob  das  Yerhältnis  DF :  CA  einen  wenigstens  näherungsweise 

konstanten  Wert  besitzt,  wenn  ncp  sich  innerhalb   gewisser  Grenzen 

ändert.    Die  Bejahung  der  Frage  würde  zur  Folge  haben,  daß  die  n- 

Teilung  für  die  in  Betracht  kommenden  Winkel  auf  die  Konstruktion 

des  Punktes  F  zurückgeführt  werden  könnte. 

Der  erste,  der  auf  dieses  Problem  stieß,  war  der  Ingenieur  E.  Fortin 

bei  Beschäftigung  mit  der  Dürerschen  Trisektionsmethode.  Er  entdeckte, 

7 
daß  das  Verhältnis  für  den  Fall  it  =  3  den  konstanten  Wert  —  besitzt, 

wenn  3  qp  auf  das  Intervall  von  O*'  bis  90"  beschränkt  wird.  E.  Collig- 
NON^)  hat  dann  die  Frage  allgemein  behandelt  und  ist  ebenfalls  zu  einem 
positiven  Resultat  gekommen.  Mit  Hilfe  der  Figur  kann  man  nämlich 
leicht  die  Beziehung 

D  E      sin  n  qp  cos  cp  —  n-  cos  n  qp  sin  qp 
CA  w  sin  qp  (1  —  cos  « qp) 

aufstellen  und  hieraus  für  jeden  Winkel  ncp  das  Yerhältnis  DF :  CA 
berechnen.  Für  w^)  =  0  ist  allerdings  der  Quotient  zunächst  unbestimmt, 
durch  Differentiation  und  Reihenentwicklung  läßt  sich  aber  der  Wert 

—  — E—  ableiten.     Für  ncp  =—  erhält  man  ohne  weiteres  den  Wert 

DE  1 


CA         ^        7t  ' 

^  2w 


1)  Association  fran9aise  pour  l'avancement  des   sciences  16.  Toulouse  1887. 
Vgl.  Simon,  Entwicklung  der  Elementargeometrie  im  19.  Jahrb..    S.  84. 
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und  für  die  Winkel  zwischen  0  und  ^  liegt  das  Verhältnis  stets  inner- 
halb der  angegebenen  Grenzen,  so  daß  also  die  Formel 


2  n^-l      DE 
J     n^    ^  Cä-^ 


ntans- — 
^  2n 


für  alle  Winkel  ncp  zwischen  0  und  —  aufgestellt 

werden  darf.    Die  Grenzen  liegen  so  dicht  bei- 
einander, daß  man  keinen  großen  Fehler  begeht,      ^' 

wenn  man  den  für  -^  sich  ergebenden  Mittel- 
wert als  konstant  für  das  ganze  Intervall  ansieht.  Die  folgende  Tabelle 
enthält  die  näheren  Angaben: 


n 

2  w^-1 

3  w* 

1 

Mittelwert 

>^tang  — 

3 

^=0,59  259 

0,57  735 

7 
12 

5 

g  =0,64000 

0,61  554 

5 

rvj 

8 

7 

^=0,65  306 

0,62  591 

16 
25 

9 

^  =  0,65  844 

0,63  014 

12 
19 

Es  bestätigt  sich  also  einmal  das  Resultat,  das  schon  Fortin  auf- 
gefunden hatte,  andrerseits  läßt  es  sich  wirklich  auch  auf  die  »«-Teilung 
ausdehnen,  so  daß  bei  allen  spitzen  Winkeln  der  Punkt  E  konstruiert 
und  somit  jede  w- Teilung  vorgenommen  werden  kann. 

Im  Anschluß  hieran  erwähnen  wir  das  in  Grunerts  Archiv  III  4. 
S.  132(1902)  beschriebene  Verfahren  „von  einem  pensionierten  Feld- 
messer, der  es  seit  seiner  Jugend  gekannt  hat".  Um  den  Scheitel  G 
des  Winkels  AGB  =  a  ist  der  Kreisbogen  AB  beschrieben  (Fig.  199), 
ferner  ist  die  Sehne  AB  und  die  Winkelhalbierende  GE  gezogen.  Der 
Pfeil  DE  ist  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  und  durch  den  von  D  aus 
zweiten  Teilpunkt  F  ist  der  Bogen  G  (GF)  gelegt.    Macht  man  nun 

GH  =  Ga  =  -GA, 

projiziert  die  Strecke  HG  senkrecht  auf  J.jB  in  H^G^  und  verlängert  die 
Lote  bis  zu  den  Schnittpunkten  H^  G^  mit  dem  Kreisbogen  G{GF),  so 
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teilen  die  Verbindungslinien  GH^  und  CO^  den  Winkel  H^CG^  =  x 
ab.    An  der  Hand  der  Figur  leitet  man  obne  Mübe  die  Beziehung 

„   •    <^ 


(2  +  cos|) 


ab,  die  eine  bequeme  Kontrolle  der  Konstruktion  ermöglicbt.    Beispiels- 
weise findet  man  hieraus  für  a  =  30**,  w  =  3  den  Winkel  a;  =  10^0' 45". 


Kg.  200. 


§  56.  Methode  von  Fr.  Strempel. 

Das  von  Fe.  Strempel^)  beschriebene  Polysektionsverfahren  ist  aus- 
gezeichnet durch  den  nahezu  exakten  Ausfall  der  Resultate  bei  Winkeln 
bis  zu  30*^.  Winkel  über  30"  ergeben  einen  mit  dem  Winkel  wachsenden 
Fehler,  der  zwar  bis  zu  60°  immer  noch  recht  gering  ausfällt,  dann 
aber  in  der  Nähe  von  90°  bis  auf  etwa  Ys^  zunimmt.  In  einer  späteren 
Abhandlung^)  hat  Strempel  gezeigt,  wie  man  durch  eine  Hilfskonstruk- 
tion das  eigentliche  Verfahren  derart  verbessern  kann,  daß  die  oben 
angegebene  Grenze  von  30°  für  fast  exakte  Lösungen  bis  auf  etwa  60° 
hinausgeschoben  werden  kann. 

Nach  der  Strempelschen  Methode  verfährt  man  folgendermaßen. 
Um  den  Scheitel  0  des  gegebenen  Winkels  ^0.5  =9?  (Fig.  200)  schlägt 
man  den  Kreis  0  (1),  verbindet  die  Punkte  A  und  B,  in  denen  der  Kreis 
die  Schenkel  schneidet,  miteinander  und  teilt  die  Strecken  ÄO  und  AB 
nach  den  Proportionen 

AC:A0  =  3:{n  +  l)     und     AD:AB=l:n. 

Durch  die  Verbindungslinie  der  Punkte  C  und  D  wird  dann  der  Bogen 


1)  Über  ein  Nälierungsverfaliren  zur  Teilung  von  Kreisbögen.     Programm 
Rostock  1894. 

2)  Ein  Annäberungsverfabren  zur  Verwandlung  von  Kreisbögen  in  gerade 
Linien  und  umgekehrt.     Rostock  Progr.  1898  und  Progr.  1903. 
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J-B  in  einem  Punkte  E  getroffen,  durch  den  der  Bogen  im  Verhältnis 
1  :  n  geteilt,  also  auch 

<^  AOE  =  ^ 

erhalten  wird.  Die  trigonometrische  Rechnung  geht  aus  von  den  Winkeln 
cc  und  ß  des  Dreiecks  ÄCD,  für  die  die  Formel 

^_           3n-2(n  +  l)Bin|- 
tang  -^  = —  tang  —^ 


3n-\-2{n-\-l)s'm 


(P 


aufgestellt  werden  kann.  Da     'T    =  45°  +  -7-  ist,  so  kann  man  «  und  ß 
einzeln  und  hierauf  mit  dem  Sinussatz  aus  Dreieck  ECO 

sin  iß-x)^  ^  sin  ß, 

somit  auch  den  WinkeU.O^  =  a;  ermitteln.  Die  oben  schon  angedeuteten 
Resultate  sind  aus  der  beigefügten  Tabelle  ersichtlich. 


n  =  d 


fp 

30° 

60" 

90° 

X 

9059'56" 

19°57'47" 

29M0'28" 

Fehler 

4" 

2' 13" 

19' 32" 

^ 

30° 

60« 

90° 

X 

5° 59' 56" 

11057' 13" 

17°35'18" 

Fehler 

4" 

2'47" 

24' 42" 

§  57.  Rekurrente  Methoden  von  M.  Koenig  nnd  H.  Schoeler. 

Die  beiden  in  diesem  Paragraphen  zu  beschreibenden  Methoden 
nehmen  die  (n-{- 1)- Teilung  des  Winkels  als  exakt  ausführbar  an  und 
entwickeln  daraus  seine  w- Teilung.  Da  naturgemäß  nur  ungerade  Werte 
von  n  in  Betracht  kommen ,  so  ist  n  -i-  1  eine  gerade  Zahl  und  es  ist 
klar,  daß  speziell 

5^  +  1  =  2^ 

sein  muß,  wenn  die  (n  +  1)- Teilung  mit  Zirkel  und  Lineal  möglich  sein 
soll.  Die  Anwendbarkeit  der  beiden  Methoden  erstreckt  sich  somit  in 
erster  Linie  auf  Werte  von  n  von  der  Form 


also  auf 


5^  =  2^-1, 
n  =  3,  7,  15,  31,  63  usw. 
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B  IL  2.  Näherungskonstruktionen  zur  Polysektion 


In  allen  anderen  Fällen  muß  die  (>*+ 1)- Teilung  selbst  schon  durch 
ein  Näherungsverfahren  vollzogen  werden. 

Die  ältere  Methode  ist  die  von  Max  Koenig.^)  Um  den  Scheitel  0 
des  zu  teilenden  Winkels  GOB=(p  schlägt  man  den  Kreis  0(1)  (Fig. 201), 
verlängert  BO  bis  zum  Schnittpunkte  J.  mit  dem  Kreise  und  konstruiert 

^  KÄB  =  ^^'   Ist  H  der  Schnittpunkt  von  AK  und  00,  so  fälle 
man  HJ  ±  AB  und  ebenso  CG  ±  AB  und  trage  CF  =  EJ  auf  CG 

ab.  Der  Strahl  AF  trifft 
dann  den  Kreis  in  JD, 
und    es    wird  behauptet, 

daß    ^  COD  =  x  =  ^ 

n 

ist.  SiGiSMUND  Wellisch  ^) 
und  Emil  Lampe^)  haben 
das  Verfahren  einer  Prü- 
Iß—  fung  unterzogen  und  die 
für  bestimmte  n  und  (p 
zu  erwartenden  Fehlerbe- 
So  erhält  man  nach  Wellisch  für  w  =  3  die  Resultate: 

^=30«  x=   90  58' 28"  Fehler      1'32" 

^=    60°  a;  =  19"47'32"  „         12' 28'' 

9,=   90°  x=29n6'A0"  „        43' 20" 

^=120°  ic  =  38n2'48"  „     10  47'12". 

Lampe  bezeichnet  den  Winkel  FAG  mit  y  und  entwickelt  aus  der 
leicht  aufzustellenden  Gleichung 

QP  nw 

cos  — f—  —  cos  - 

tang  y  = 


Fig.  201. 


rechnet. 


w  +  l 


OT+1 


ntp 


die  Reihe 


aus  der 


_{n-l)cp 


x=(p-2y==^ 


(n-l) 


+ 


und  damit  der  Fehler 


d- 


12(w-}-l)wä 


12(w  +  l)w= 


berechnet  werden  kann. 

Einfacher  als  diese  erscheint  die  Methode  von  Heinrich  Schoelbr.*) 

1)  Die  geometrische  Teilung  des  Winkels.     Berlin  1894. 

2)  Das  2000jährige  Problem  der  Trisektion  des  Winkels.  Wien  189fi.  S.  11. 

3)  Grunerts  Archiv  III,  4.    1902.    S.  131. 

4)  Angenäherte  w- Teilung  eines  beliebigen  Winkels  mit  Zirkel  und  Lineal. 
Archiv  III,  4.    1902.    S.  128/9.     Anschließend  Fehlerberechnnng  von  E.  Lampe. 
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Hier  wird  auf  dem  um  0  geschlagenen  Kreise  0(1)  von  dem  zum  Winkel 
BOG  =  a  gehörigen  Bogen  BO  das  Stück 

A 


arcCD  = 


2  arc  CB 
«+1 


abgeschnitten  (Fig.  202)  und 
auf  der  Verlängerung  AO  des 
Schenkels  CO  der  Punkt  S  so 
bestimmt,  daß  AS  die  Länge 

— ;—    erhält.       Der    Winkel 

CSD  =  X   ist    dann   bereits 

—  des  Winkels  a.   Zieht  man 

n 

nämlich  DE  _LAC  und  ver- 
bindet 0  mit  D,  so  ist 


^^^S  ^  -  jEOi-OS  ~ 

und  hieraus  läßt  sich  die  Reihe 

X  = f- 


Pig.  202. 


sm 


2a 

w  +  1 


2a     ,   n—1 


n—  1 


a^  + 


entwickeln,  die  zeigt,  daß  für  nicht  zu  große  a  wirklich  in  erster  An- 
näherung X  =  —  und  zugleich  der  Fehler  von  der  Größe 


3n^{n-\-lf 


ist.  Besonders  die  Trisektion  gestaltet  sich  nach  Schoeler  außerordent- 
lich einfach.  Die  angegebenen  Operationen  kommen  hier  darauf  hinaus, 
D  als  Mittelpunkt  des  Bogens  BC  und  S  als  Mittelpunkt  von  OA  zu 
bestimmen.  Der  dabei  begangene  Fehler  ist  aus  der  folgenden  Zusammen- 
stellung ersichtlich: 


a  = 

=  10°   20° 

30«    40°    500 

600 

d  = 

=  1,7"   13" 

46"   1'48"  3' 32" 

6' 14" 

ß  =  90o 

120°     180° 

(J  =  21'40 

"  53' 36"  3»26'6". 
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3.  Polysektionsinstrumente. 

§  58.  Kurvenzirkel  und  Crelenkmechanismen. 

Auf  die  instrumentelle  Erzeugbarkeit  der  Polysektionskurven  ist 
gelegentlich  schon  hingewiesen  worden.  Natürlich  sind  hier  auch  alle 
diejenigen  üniversalinstrumente  zu  erwähnen,  die  zur  mechanischen 
Konstruktion  von  Kurven  höherer  Ordnung  und  darunter  auch  von  Poly- 
sektionskurven dienen,  wie  z.B.  das  Ourvographon  vouEmilio  Pirani.^) 
Indessen  wird  die  Praxis  gern  darauf  verzichten  und  sich  lieber  geeig- 
neter Kurvenschablonen  bedienen,  wie  sie  von  G.  Emsmann^},  P.A. 
MoEA   (Circuli-Diviseur  Mora)^)  u.  a.  empfohlen   wurden.    Unter  den 

Gelenkmechanismen,  die  von 


ihren  Erfindern  für  die  Polysektion 
bestimmt  sind,  nehmen  diejenigen, 
die  auf  dem  Prinzip  der  Zykloi- 
denerzeugung  von  Ceva  be- 
ruhen, eine  besondere  Stellung  ein. 


Fig.  204. 


Fig.  205. 


Das  älteste  derartige  Instrument  stammt  von  Thomas  Ceva^)  selbst.  Als 
Trisektor  lernten  wir  es  bereits  in  §  36  kennen;  als  Multisektor  erhält  es 
noch  eine  entsprechende  Anzahl  von  Linealen  mehr,  deren  Endpunkte 
entweder  frei  an  den  führenden  Linealen  entlanggleiten  oder  in  Rinnen 
verschiebbar  sind.  Die  Figur  203  stellt  das  Fünfteilungsinstrument  Cevas 
dar,  das  den  Acta  Eruditorum  von  1695  entnommen  ist.  Das  in  dem- 
selben Bande  der  Acta  Eruditorum  abgebildete  Instrument  von  Tschien- 
HAus^)  (Fig.  204)  hat  denselben  Grundgedanken  und  stammt  angeb- 
lich schon  vom  Jahre  1675.  Neuerdings  haben  E.  Eckhardt®)  und 
Pekrin^)  sich  ähnlicher  Prinzipien  bedient,  um  Polysektionsmechanismen 
zu  konstruieren.  Die  Figur  205  zeigt  schematisch  den  Fünfteilungszirkel 


1)  Archiv  II  1,  S.  113.    1885.  2)  Hoffmanns  Ztschr.  8.    1877.    S.  42. 

3)  Ztschr,  f.  Instrumentenknnde.    1885.    S.  73  u.  436. 

4)  Acta  Eruditorum.    Lipsiae  MDCXCV.   S.  290.  5)  Das.  S.  322. 

6)  Dyck,  Katalog  math.  Modelle,  Nachtrag  S,  39. 

7)  Note  sur  la  division  mecanique  de  l'angle.  Bull,  de  la  See.  math.  de  Fr. 
IV,  1875/6. 


Apparate  von  Ceva,  Tschirnliaus ,  Eckhardt,  Kempe  usw. 
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von  Eckhardt,  dessen  Einrichtung  und  Anwendungsweise  keiner  weiteren 
Erläuterung  bedarf. 

Der  theoretisch  zweckmäßigste Polysektionsmechanismus  wäre  offen- 
bar der,  bei  dem  zwischen  die  beweglichen  Schenkel  eines  Winkels  be- 
liebig viele  weitere  Schenkel  eingeschaltet  werden  können,  die  sich  zwang- 
läufig immer  so  einstellen,  daß  sie  den  von  den  ersten  beiden  einge- 
schlossenen Winkel  bei  jeder  Stel- 
lung in  eine  Anzahl  von  gleichen 
Teilen  zerlegen.  Von  solchen 
Mechanismen  gibt  es  in  der  Tat 
eine  ganze  Reihe  verschieden- 
artiger Ausführungen.  Wir  nen- 
nen die„Winkel  vervielfach  er 
oder  Isoklinasten'^  von  Syl- 
vester und  A.  B.  Kempe  ^),  die 
natürlich  ebensogut  als  Winkel- 
teiler gebraucht  werden  können 
(Fig.  206  und  207),  ferner  den 
Winkelteiler  von  Anton  Guliel- 
MiNETTi^)  und  den  von  Johannes 
Habermann.^)  Sie  alle  haben  ge- 
mein, daß  sie  für  höhere  Werte 
von  n  sehr  bald  so  kompliziert 
werden,  daß  ihre  praktische  Aus- 
führbarkeit dadurch  in  Fraffe  ge- 
stellt  wird. 

§  59.  Multisektor  nud  T- Lineal. 

Wir  haben  den  rechten  Winkel  als  konstruktives  Hilfsmittel  schon 
mehrfach  kennen  gelernt;  er  soll  uns  jetzt  noch  von  einer  neuen  Seite 
entgegentreten.  Der  Apparat,  um  den  es  sich  in  diesem  Paragraphen 
handelt,  ist  der  sogenannte  Multisektor  von  T.W. Nicholson^)  (1883). 
Nach  S.  H.  Johnson^)  ist  allerdings  das  Prinzip  der  Methode  bereits  in 
einer  Abhandlung  von  J.  ß.  Miller®)  enthalten  (1880),  und  wie  sich  der 
Schulrat  J.J.Sachse''')  notariell  hat  beglaubigen  lassen,  ist  er  selbst  be- 

1)  Dyck,  Katalog  math.  Modelle,  S.  315. 

2)  Centralzeitung  für  Optik  und  Mechanik.    1895.    S.  2. 

3)  Naturwissenschaftliche  Wochenschrift  N.  F.  VI,  1907,  S.  73.  Vgl.  auch 
in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  math.  Gesellschaft  „Zur  Theorie  der  Zeichen- 
Instrumente"  von  A.  Adler. 

4)  The  multisection  of  angles      The  Analyst  X,  1883. 

5)  Das.  Vgl.  Loria,  Ebene  Kurven,  S.  343. 

6)  The  Chordel  and  its  application  to  the  general  section  of  an  angle.  Van 
Vorstranda  Engineering  Magazine  XXII. 

7)  Zur  mechanischen  Drittelung  eines  Winkels.    1906. 


204 


B  II.  3.  PolysektioQsinstrumente 


reits  1878  im  Besitz  von  Instrument  und  Methode  gewesen.  Jünger  ist 
der  Meclianismus  von  Arthub,  Strauss^)  (1894),  docli  hat  auch  er  genau 
dieselbe  Grundlage. 

Worauf  es  bei  dieser  Methode  ankommt,  zeigt  uns  die  Figur  208. 
Der  Bogen  BÄC  ist  durch  die  Punkte  DEF .  .  .  in  n  gleiche  Teile  ge- 
teilt, von  D  ist  das  Lot  DK  aui  AB  gefällt;  ferner  ist  D  mit  F,  i^mit 


-^ 


Fig.  208. 


Pig.  209. 


H  usw.  verbunden.  Dadurch  entstehen  die  Dreiecke  ÄDK,  AQD,  AQF, 
ABF,  ABU  usw.  und  es  ist  klar,  daß  diese  sämtlich  kongruent  sein 
müssen.  Es  ist  ferner  ohne  weiteres  einleuchtend,  daß  die  damit  zu- 
sammenhängende Beziehung  DF  =  FH  =  •  •  •  =  2  •  DK  für  jeden  um  A 
geschlagenen  Kreisbogen  BG  bestehen  muß,  da^sich  die  genannten 
Strecken  nur  proportional  ändern  können.  Man  wird  also  auch  umge- 
kehrt DK  von  beliebiger  Größe  voraussetzen  dürfen  und  wird  immer 
annehmen  können,  daß  es  einen  zugehörigen  Kreisbogen  5(7  geben  wird, 
in  dem  durch  DF=  FH  =  -  ■  -  =  2  -  DK  die  n- Teilungspunkte  DFE . . . 
und  damit  auch  EG  .  .  .  bestimmt  werden.  Die  Art,  wie  diese  Bestim- 
mung erfolgt,  macht  das  Wesen  der  zu  besprechenden  Methode  aus. 

Denken  wir  uns  irgendeine  Strecke  DK  =  m  (Modulus)  gewählt, 
so  wird  der  Punkt  D  der  Figur  208  auf  einer  Parallelen  zu  AB  im 
Abstände  m,  der  Leitlinie,  liegen  müssen.  Die  Strecke  FD  =  2m 
bildet  mit  der  Strecke  ^^  ein  T-Stück,  das  man  entweder  in  dieser  Form 
oder  auch  einfach  als  rechten  Winkel  aus  Holz  oder  Metall  sich  her- 
stellen kann  (Fig.  209).  Der  Punkt  F  der  Figur  208  wird  dann  auf  einer 
Kurve  liegen,  die  man  erhält,  indem  man  dieses  T-Stück  mit  dem  Punkte  D 
entlang  der  Parallelen  zu  AB  so  verschiebt,  daß  die  Kante  AQ  dabei 
stets  durch  A  hindurchgeht.  In  gleicher  Weise  wird  der  Punkt  H  auf 
einer  Kurve  liegen,  die  man  erhält,  wenn  man  das  T-Stück  mit  dem 


1)  Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Teile 
mit  Hilfe  von  Modellen.     Archiv  II  12,  S.  177.     1894. 


Multisektor  und  T- Lineal 
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mg.  210. 


Punkte  D  an  der  soeben  erhaltenen  Kurve  entlanggleiten  läßt,  wobei 
wiederum  die  Kante -4^  immer  durch  A  hindurchgehen  muß.  Die  beiden 
Kurven  heißen  Polyoden  und  es  ist  klar,  daß  wie  die  zweite  Polyode 
aus  der  ersten  entsteht,  so  aus  der  zweiten  eine  dritte,  aus  der  dritten 
eine  vierte  usw.  abgeleitet  werden  kann.  Die  Polyoden  lösen  nun  un- 
mittelbar das  Teilungsproblem.  Bei  Trisektion  ist  das  folgende  Ver- 
fahren einzuschlagen.  Man  zeichnet  die  Parallele  zu  dem  einen  Schenkel 
des  gegebenen  Winkels  und  bestimmt  mit  dieser  Leitlinie  und  dem 
T- Lineal  die  erste  Polyode.  Ein  Kreisbogen  um  den  Scheitelpunkt,  der 
von  dem  Schnittpunkt  der  ersten  Polyode  mit  dem  zweiten  Schenkel 
nach  dem  ersten  Schenkel  hin  geschlagen  wird,  wird  dann  durch  die 
Leitlinie  triseziert.  Soll 
also  FÄB  triseziert  wer- 
den (Fig.  208),  so  zieht 
man  zu  ^^  die  Parallele, 
bestimmt  dann  F  als 
Schnittpunkt  des  freien 
Schenkels  und  der  ersten 
Polyode  und  findet  zuletzt 
den  Trisektionspunkt  D  als 
Schnittpunkt  des  Kreisbogens  mit  der  Leitlinie.  Bei  einer  Fünfteilung 
hätte  man  die  zweite  Polyode  mit  dem  freien  Schenkel  zum  Schnitt  zu 
bringen  und  dann  wieder  den  Kreis  zu  schlagen.  Die  erste  Polyode 
kann  also  für  die  Dreiteilung,  die  zweite  für  die  Fünfteilung, 
die  w*®  für  die  (2w  + 1)-Teilung  gebraucht  werden.  Man  kann 
eine  Fünfteilung  übrigens  auch  durch  zweimalige  Zeichnung  einer  ersten 
Polyode  vornehmen.  Der  Winkel  HAB  wird  z.  B.  durch  AF  im  Ver- 
hältnis 2:3  geteilt,  und  man  kann  F  als  Schnittpunkt  zweier  erster 
Polyoden  festlegen,  von  denen  die  eine  in  üblicher  Weise  von  AB  aus- 
gehend gefunden  wurde,  während  die  andere  mit  AH  als  Leitlinie  ge- 
zeichnet ist. 

Der  Multisektor  von  Nicholson  ist  einfach  der  in  Fig.  209  abgebil- 
dete rechte  Winkel,  den  man  sich  nur  noch  mit  einer  Schreibvorrichtung 
im  Punkte  F  versehen  denken  muß.  Etwas  komplizierter  ist  das  Instru- 
ment von  Strauss  (Fig.  210),  dessen  Hauptbestandteil  aber,  das  T-Lineal, 
vollkommen  mit  dem  Multisektor  identisch  ist.  Zur  Erzeugung  der  ersten 
Polyode  oder,  wie  Strauß  sagt,  der  Teilkurve  erster  Ordnung,  wird 
das  T-Lineal,  an  dem  natürlich  NL=^NM  gemacht  ist,  mit  dem  Punkt 
L  an  dem  Lineal  l  entlanggeschoben,  wobei  es  durch  eine  an  dem  Gal- 
gen gs  befestigte  Feder  f  immer  gegen  den  Eckpunkte,  von  l  gedrückt 
wird.  Der  mit  seiner  Spitze  durch  eine  Feder  in  der  Ecke  M  festgehal- 
tene Bleistift  zeichnet  dann  die  Kurve  auf  Für  die  zweite  und  die  fol- 
genden Polyoden  wird  l  durch  die  entsprechenden  Kurvenschablonen 
ersetzt. 


206  Schlußbemerkungen 

Schlußbemerkniigeii. 

Ein  außerordentlich  buntes  Bild  ist  es,  das  in  den  vorliegenden 
Blättern  vor  unserem  Geiste  kaleidoskopartig  vorübergezogen  ist;  ein 
Ausschnitt  aus  der  Geschichte  der  Entwicklung  des  Menschengeistes, 
der  uns  zeigt,  wie  durch  Jahrhunderte  hindurch  eine  einzige  unüber- 
wundene Schwierigkeit  die  geistigen  Kräfte  in  immer  neuen  Richtungen 
zu  entfesseln  vermag.  Ursprünglich  zweifellos  eine  Aufgabe  der  prak- 
tischen Tätigkeit,  wurde  die  Kreisteilung  alsbald  ein  Hauptproblem  der 
jungen  Geometrie.  Die  Fesseln  aber,  die  der  Mensch  damit  einem  ihn 
reizenden  Gegenstande  überzuwerfen  versuchte,  erkannte  er  bald  genug 
als  zu  eng,  den  kühnen  Flug  seiner  Phantasie  hemmend ;  er  zerbrach  sie 
und  entwickelte  ein  ganz  neues,  höheres  Gebiet  seiner  Wissenschaft.  Es 
war  eine  geniale  Intuition,  eine  unmittelbare  Gewißheit,  daß  damit  wirk- 
liche Grenzen  überschritten  waren.  Indessen  fehlte  der  strenge  Beweis, 
daß  keine  Macht  der  Welt  imstande  sei,  diese  Grenzen  wieder  zu  ver- 
wischen und  die  Kreisteilung  und  die  verwandten  Probleme  wieder  den 
alten  Anschauungen  unterzuordnen.  So  kam  es,  daß  bis  in  die  neueste 
Zeit  hinein  eine  Unsumme  geistiger  Kräfte  zur  Erreichung  eines  uner- 
reichbaren Zieles  aufgeboten  wurde.  Und  auch  als  der  angedeutete  Be- 
weis erbracht  und  gleichzeitig  in  höchst  unerwarteter  Weise  das  Gebiet 
der  antiken  Kreisteilungen  erweitert  und  in  seinem  ganzen  Umfange 
vollkommen  durchschaut  war,  blieb  für  viele  der  alte  Zweifel  bestehen, 
denn  jener  Beweis  war  kein  im  gewöhnlichen  Sinne  geometrischer  und 
daher  unbefriedigend  für  alle,  die  noch  zu  sehr  im  Geiste  Newtons  Zahlen 
und  geometrische  Gebilde  als  durchaus  wesensfremd  betrachteten.  So 
sind  es  nicht  nur  die  Anforderungen  der  Praxis,  die  die  vielen  mehr  oder 
weniger  genauen  Lösungsversuche  unseres  Problems  veranlaßten,  son- 
dern in  vielen  wollte  man  allen  Ernstes  den  Sieg  über  das  alte  Rätsel 
davongetragen  haben.  Sollen  wir  die  Urheber  dieser  mißglückten  Ver- 
suche darum  tadeln,  daß  sie  einem  Phantom  nachjagten,  das  zu  erreichen 
in  sich  selbst  eine  Unmöglichkeit  war?  Doch  nicht,  denn  man  wird 
nicht  vergessen  dürfen,  daß  durch  jede  Äußerung  des  menschlichen 
Geistes  im  Grunde  stets  ein  Fortschritt  in  der  allgemeinen  Entwicklung 
erzielt  wird.  Und  so  können  wir  bei  gerechter  Würdigung  der  einzel- 
nen auf  den  vorangehenden  Blättern  geschilderten  Arbeitsergebnisse  nur 
erstaunen  vor  der  unendlichen  Fülle  von  Anregungen,  die  ein  einziges, 
scheinbar  so  einfaches  Problem  im  Laufe  der  Zeiten  auszulösen  imstande 
gewesen  ist. 
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Abü'l  Dscliud  67 

—  Wafä  19,  20,  83 

Achteck,  älteste  Konstruktionen  15 

—  nach  Mascheroni  27 
Achtundvierzigeck  nach  Mascheroni  27 
Achtzehneck,  genaue  Konstruktion  119 
Adler  25,  46,  71,  203 

Affolter  42 

Ägypter,  Kreisteilung  bei  ihnen  7 

Albirüni  67,  83,  86,  87,  118,  141 

Alchamsi  66 

Alharawi  86 

Alharrani  83,  91 

Alkhayyämi  66,  68,  83,  93 

Almagest  11,  188 

Alnairizi  17 

Alqühi  85,  91 

Alsagäni  87 

Alsidjzi  83,  85,  87,  91 

Amadori  146 

Ampere  12 

Anomale  Zykloiden  157 

Antiphon  15 

Araber  3,  19,  66—69,  83—88,  91—93 

Araneiden  159 

— ,  gestreckte  160,  176 

— ,  verschlungene  159 

Araneidenzirkel  163 

—  als  Trisektor  164 
Archibald  181 

ArchimedesS,  5,80,81, 99,101, 121, 145,186 

Archytas  2 

Aristoteles  15 

Assyrer  1,  7 — 9 

Astor  117 

Auflösender  Linienzug  71 

Auzout  74 

Averdiek  141 

Azemar  123 

B 

Babel  und  Bibel  7,  9 

Babylonier  1,  10 

Bachmann  12,  19,  32,  34,  35 

Bartl  71 

Bellavitia  117 

Bernes  51,  53 


BernouUi,  Daniel  185 

— ,  Johann  187,  189 

Bernhard  zu  Sachsen -Weimar  57 

Berton  65 

Bewegungsmethode  der  Araber  zur  Tri- 

sektion  85—88 
Bodenstedt  51 

Bogenhalbieren  nach  Mascheroni  26 
Bolyai  25 
Bosse  67 
V.  Bourette  77 
Boyman  118 

V.  Braunmühl  69,  124,  168,  189 
Breton  de  Champ  65 
Bretschneider  2,  9,  11,  15,  16,  17,  181 
Brinkley  75 
Brocard  115,  124 
Buch  der  drei  Brüder  83 
Burali -Forti  172 

C 
Campanus  von  Novarra  83,  99,  102 
Cantor  7,  9,  10,  11,  16,  57,  60,  61,  122 
Casali  119 
Gatalan  12,  65,  116 
Cesäro  179 

Ceva  22,  145,  146,  156,  202 
Chasles  99,  102 
Chaulnes,  Duc  de  75 
Cicero  10 

Circuli-Diviseur  Mora  202 
Clairault  91 
CoUignon  196 
CoUins  64 
Cominotto  143 
Cotes  187 
Cremona  71 

Cubic  von  Tschirnhaus  181 
Curtze  83 
Curvographon  von  Pirani  202 

D 

Dädalus  1 

Decoster  77 

Dejardins  124 

Delanges  125 

Delitzsch  7 

Descartes  3,  4,  5,  93,   99,  183 

Dexter  160 
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Dinostratus  181 

Diokles  128 

Dodekaeder  9 

Dollond  75 

Dreiteilung  siehe  Trisektion 

Dreizehneck  Näherungskonstruktion  57, 

58,  59,  64 
Dreiunddreißigeck  59 
Durege  168 

Diirer  18,  56,  61,  62,  64,  190,  196 
Dyk  69,  124,  145,  168,  189,  202,  203 


Eckhardt  124,  202 

Einschiebungsmethoden  zu  Trisektion  80 
bis  85 
Methode  von  Archimedes  81 
„  „     Newton  84 

„  „     Pappus  81 

Zirkel  dazu  145 
Einundzwanzigeck  70 
Einunddreißigeck  59,  65 
EllipsezurTrisektionverwendet95,97,108 

bis  110 
Elfeck,  Näherungskonstruktionen  57,  58, 
59,  64 
Näherungsmethode  von  Collins  64 
„  „     Dürer  64 

,,  „     Pirkenstein  64 

Emsmann  148,  159,  202 
Enriques  25,  45,  79,  83,    143,   144,  146 
Epizykloiden  168,  169,  190 
Estremoff  61 
Eudemus  15 
Eudoxus  2 

Euklid  1,  3,  15,  16—18 
Euler  13 
Eutokius  2,  121 


Falkenburg  186 

Fermat  3,  13,  177,  187 

Fermatscher  Satz  12 

Fermatsche  Spirale  187 

Ferrari  21 

Ferro  21 

Fialkowski  99,  118,  123,  131, 132, 135  bis 

141,  193—194 
Fischer  14 

Flores  geometricae  168 
Fokale  119 

Folium  Cartesii,  verallgemeinertes  160 
Fortin  196,  197 
Fester  84 
V.  Frank  142,  144 
Freeth  69,  174 

Fünfeck  9, 16—19,  20,  24,  25,  28, 29, 47  bis 
52,  57,  58,  59,  60,  72 

bei  den  Assyrern  9 

älteste  Konstruktion  16 


Fünfeck 

nach  Bodenstedt  51 
„      Euklid  17 
„      Ge'rard  29 
geometrographische  Konstruktionen  47 

bis  52 
nach  Güntsche  49,  50,  51 
„      Mascheroni  28 
„      Moreau  49 
„      Ptolemäus  18 
„      Serret-Bachmann  24 
„      V.  Staudt  und  Schröter  24 
Steinersche  Konstruktion  24 
mit  unveränderter  Zirkelötfnung  20 
mit  zwei  rechten  Winkeln  72 
Näherungskonstruktionen  57,  58,  69,  60 
nach  Lionardo  60 
Fünfteilung,  angenäherte  193,  194,  197, 
Fünfteilungskurven  171  [199 

Fünfteilungsinstrumente  202,  203 
nach  Ceva  202 
„      Eckhardt  203 
„      Tschirnhaus  202 
Fünfunddreißigeck  70 
Fünfundsechzigtausendfünfhundert- 

siebenunddreißigeck  13,  14 
Fünfundzwanzigeck  65 
Fünfzehneck  nach  Euklid  18 
— ,  Näherangskonstruktion  65 
Fuß  185 

G 

Galilei  188 

Galileis  che  Spirale  188 
Gauß  3,  12—14,  52 
Gaußsche  Vielecke  11 — 14,  52 
Gefährtin  der  Zykloide  192 
Gelenkmechanismen  zur  Polysektion  202, 
Geometria  deutsch  21,  61  [203 

Geometrische  Blumen  168 
Geometrographische   Konstruktionen  45 
bis  56 

—  Fünfeckkonstruktionen  47 — 52 

—  Siebzehneckkonstruktionen  53 — 56 
Gerard  29,  42,  53 

Gerhard  von  Cremona  83 

Glaser  107—112 

Goldbach  185 

Good  149 

de  la  Goupilliere  179 

Grandi  168 

van  der  Grinten  172 

Güntsche  47,  49,  50—53,  55 

Gulielminetti  203 

V.  Guyenot  77 


H 


Habermann  203 
Habich  160,  183 
Hadley  75 
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Halley  95 
Hankel  2 
Hathor  9 

Haton  de  la  Goupilliere  179 
de  Hautefeuille  74 
Hermes,  Hauptmann  145,  150 — 153 
Hermes,  0.  14 

Heron  von  Alexandrien  15,  17,  61 
Hesse,  K.  166 
Heymann  159,  160,  163 
Himstedt  168 
Hipparcli  61,  188 
Hippauf  124,  148 

Hippias  von  Elis  1,  181,  183,  187,  193 
Hippokrates  15,  16 
Hoppe  11 

Hundertundzwanzigeck  28 
Huygens  118,  126,  134,  138 
Hyde  168 

Hyperbel,  zur  Trisektion  verwendet  88  bis 
93,  97,  99— 1U3,  106,  108—110,  113, 
172,  177 
Hyperbel  des  Pappus  89,  161,  172 
—  von  Chasles  102 
Hyperbolische  Spirale  187 
Hypozykloiden  168,  190 
Hypsikles  11 

I 
Indische  Regel  60 
Instrumente  zur  Fünfteilung  202,  203 

Kreisteilung  71  —  77 

mechanischen  Erzeugung  von  Kur- 
ven s.  u.  Zirkel 

Polysektion  190,  202  —  205 

Instrument  von: 
Cava  202 
Dürer  190 
Gulielminetti  203 
Habermann  203 
Kampe  203 
Nicholson  205 
Sachse  204 
Strauß  205 
Suardi  190 
Sylvester  203 
Tschirnhaus  202 
Multisektor  203,  205 
T-Lineal  205 
Instrumente  zur  Trisektion  144  —  155,  164 
Instrument  von  Amadori  146 
Araneidenzirkel  164 
Instrument  von  Ceva  145 

„  (nach  Good)  149 

Instrumente  von  Hermes  145,  150—153 
Instrument  von: 
Luczak  154 
Reichart  146 
Rönisch   149 
Sachse  154 
Tschirnhaus  145 

Mitzscherling:  Problem  der  Kreisteilung 


Interjektionsmathode  140 
Isoklinasten  203 


Johnson  203 

Jordanus  Nemorarius  60,  83 

E 

Kästner  57 
Kardioide  124,  181 
Kater  75 
Kegelschnitte : 

Trisektion  durch  Kegelschnitte  bei  den 
Alten  88  —  91 

—  —  —  bei  den  Arabern  91—93 

bei  Descartes  93 — 95 

bei  Newton  95 — 99 

bei  den  Modernen  99  — 103 

—  durch  beliebige  Kegelschnitte  104 
bis  112 

Lösung  von  Problemen  dritten  Grades 
durch  feste  Kegelschnitte  112  —  114 
Kegelschnittzirkel  dar  Araber  69 
Kempe  177,  203 
Kepler  12 
Kewitsch  10 

Kinner  a  Löwenthurn  118,  125 
Klein,  F.  5,  42,  79,  156 
Klügel  99,  131 
Kochanski  59 
Kochleoida  185 
Koenig  199 

Konchoide  des  Nikomades  95,  119 — 122 
Konchoidenzirkel  4,  122 
Konon  186 

Kortum  112—114,  126 
Kosinusoide  192 
Ejreisevolvente  191 
Kreiskonchoide   122,  s.  auch  Pascalsche 

Schnecke 
Kreiskonchoiden  höherer   Ordnung   von 

Nägelsbach  164 — 166 
Kreiskonchoidenzirkel  124 
Kreisteilung  7  —  77 
—  durch  Kurven  66  —  70 
Kreisteilungsgleichung  12  — 14 
Kreisteilungsmaschinen  74  —  77 
Krumm  stabkurve  187 
Kunze  57 
Kurven  von  Burali -Forti  171  —  172 

„     van  der  Grinten  172  — 173 

„     Hesse  166  — 167 

„     Kempe  177  —  179 

„     Oekinghaus  174—177 

„     Ozanam  184 
Kurven,  trigonometrische  192 
Kurvenschablonen  148 
Kurvanzirkel    s.  Zirkel   zur  Polysektion 

202 
Kutta  19 

14 
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de  La  Hire  191 

Laisant  124 

Lampe  141,  194  —  196,  200 

Laquiere  179 

Lazzeri  160 

Leibniz  4,  168,  183 

Lemoine  45  —  48 

Lineal : 

Beschränkung  auf  Lineal  und  Zirkel  2 
Konstruktionen  mit  dem  Lineal  allein 
21,  22 

—  mit  Lineal  und  festem  Kreis  21  —  25, 

35  —  42 

—  mit  Lineal  und  festem  Kegelschnitt 
T- Lineal  203  —  205  [112  —  114 
Linienzug,  auflösender  71 

— ,  repräsentierender  72 

Lionardo  da  Vinci  21,  56,  60,  62 

Lituus  187 

London,  Franz  127,  130 

Longchamps  117 

Loria  69,   115,    116,  118,  119,  122,  124, 

125,  127,  159,  165,  166,  172,  179,  183, 

185,  188,  190,  191,  203 
Lucas  13 
Luczack  153,  154 
Luther  9 

M 

Maclaurin  115 

MaclaurinscheTrisektrix  115, 116, 161, 164 
Mansion  185 
Marduk  9 
Mariantoni  160 
Marianus  Cremonensis  61 
Mascheroni  25 

Mascheronische  Konstruktionen  der  Viel- 
ecke 25  —  29,  43  —  45,  51,  55 
—  Konstruktion  des  Siebzehnecks  43  —  45, 
Medicina  mentis  183  [55 

Menächmus  2 

Menelaus  von  Alexandrien  187 
Mersenne  187 
Mesolabum  95 
Miller  203 
Montelius  8 
Monti,  Pompeo  144 
Montucci  118 
Montacla  1 
Mora  202 
Moreau  49,  53,  55 
Multisektor  203,  205 
Muschellinie  119 
Mydorge  61 

N 
Nägelsbach  164 
Näherungskonstruktio  n  en 
56—65 


der   Vielecke 


1.  Allgemeine: 

Bernhard  zu  Sachsen -Weimar  57 

Bosse  57 

Eochanski  59 

Renaldini  57 

Vieta  58 

de  Ville  57 

2.  Spezielle: 

5-Eck  57,  58,  59,  60 
7-Eck  57,  58,  59,  60 
9-Eck  57,  58,  59,  61—64,  65 

11 -Eck  57,  58,  59,  64 

13-Eck  57,  58,  59,  64 

15-Eck  65 

17-Eck  59,  64,  65 

20 -Eck  65 

25 -Eck  65 

29 -Eck  65 

31 -Eck  59,  65 

33-Eck  59 

Näherungsmethoden  zur  Polysektion  193 
bis  201 
Methode  von  Collignon  196 

„  eines  pensionierten  Feldmes- 

sers 197 
Methoden  von  Fialkowski  193 — 194 
Methode  von  Koenig  200 
„  „     Lampe  195 

„  „     Schoeler  201 

„  „     Strempel  198 

Näherungsmethoden  zur  Trisektion  130 
,,  bis  144 

Ältestes  Verfahren  132 
Methode  durch  ßeihenentwicklung  130 
,,  von  Averdiek  141 

,,  ,,     Cominotto  143 

„     Dürer  132 
Methoden  von  Fialkowski  135 — 140 
Abgeänderte  Einschiebungsmethode 

137 
Abgeänderte  Huygenssche  Methode 

138 
Interjektionsmethode  140 
Quadrantenmethode  135 
Trisektionsbogen  188,  139 
Zweikreismethode  136 
Methode  von  v.  Frank  142 
„  „     Huygens  134 

„  ,,     Pompeo  Monti  144 

Napoleon  I.  25 
Nephroide  von  Freeth  69,  173,  179 

Neuneck : 

Genaue  Konstruktion  mit  zwei  rechten 

Vv^inkeln  73 
Genaue   Konstruktion    mit    der    Stro- 

phoide  119 
Näherungskonstruktionen   57,   58,   59, 

61  —  64,  65 
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Nähernngskonstruktion  nach : 

Dürer  62 

Hero  61 

Lionardo  62 

Pirkenstein  62 

Preßland  64 

Schwenter  63 
.Neunteilung,  angenäherte  197 
Neunund2swanzigeck  65 
Newton  4,  5,  6,  84,  95—99,  122,  129, 130, 

137,  158,  181,  183 
Nicholson  203,  205 
Nikomedes  119,  121,  128,  181 

0 

Oekinghaus  112,  174 

Oertel  77 

Omar  Alkayyämi  66,  67,  68,  83,  93 

Ophiuride  149 

Orthogenide  180 

Ovid  1 

Ozanam  184 

P 

Padoa  45 

Palatini  160 

Panzerhieter  91,  103,  104—107 

Pappus  3,  19,  81,  82,  88  —  91,  119,  120, 

121,  161,  181,  182,  186,  187 
Parabel  zur  Trisektion  verwendet  93  bis 

95,  97,  104,  106,  180 
— ,  kubische  130 
Parabolische  Spirale  187 
Pascal,  Etienne  122 

Pascalsche  Schnecke  122,  124,  140,  164, 
Paucker  131  [170,  174,  178 

Perko  185 
Perrin  202 
Piazzi  75 
Picard  74 
Pirani  202 
Pirkenstein  62,  64 
Pirondini  169 
Pistor  77 
Piaton  2,  3,  5 
Plinius  10 
Plutarch  2 
Poincare  3 
Polyoden  205 
Polysektion  155  —  205 
Polysektion,  Möglichkeit  155—156 
Polysektion   durch   algebraische  Kurven 
156—181 
Arane'iden  159 — 164 
Kreiskonchoiden  höherer  Ordnung  164 

bis  165 
Kurven  von  Burali-Forti  171 — 172 
„  „     van  der  Grinten  172—173 

„  „     Hesse  166—167 

„  „     Kempe  177  —  179 

„  „     Oekinghaus  174 


Rhodoneen  168—170 

Sinusspiralen  179  — 181 

Anomale  Zykloiden  156 — 159 

Sternförmige  Zykloiden  168 
Polysektion  durch  transzendente  Kurven 
181—192 

Archimedische  Spirale  186 

Epizykloiden  169,  190 

Fermatsche  Spirale  187 

Galileische  Spirale  188 

Gefährtin  der  Zykloide  192 

Hyperbolische  Spirale  187 

Hypozykloiden  169,  190 

Kochleoide  185 

Kreisevolvente  191 

Kurve  von  Ozanam  184 

Lituuskurve  187 

Parabolische  Spirale  187 

Quadratrixkurven  181 — 186 

Spiralen  186—188 

Trigonometrische  Kurven  192 

Zykloiden  188—191 
Polysektion    durch    Näherungskonstruk- 
tion s.  u.  Näherungsmethoden 
Polysektionsinstrumente  s,  u.  Instrumente 
Polysektionsmethoden,  rekurrente  199  bis 
Poncelet  35  [201 

Postula  65 
Preßland  64,  65 
Proklus  119,  181 
Pseudomesolabum  58 
Pteroides  Torricellanea  119 
Ptolemäus  18,  47 
Pythagoras  1 
Pythagoräer  9,  15 

Quadrantenmethode  zur  Trisektion  135 

Polysektion  193 

Quadratrix  1,  2,  4,  114,  181—186,  187, 
192,  193 
Quadratrix  des  Hippias  1, 181,  187, 193 
—  von  Tschirnhaus  183,  192,  193 

Quadratur  des  Kreises  1,  181,  188 

Quetelet  57,  119 

R 

Radicke  159 

Ramsden  75 

Ravaisson-Mollieu  60 

Reguläre  Vielecke  s.  u.  Vielecke 

Reichart  146 

Reichenbach  75 

Reichenbachsche  Teilmaschine  75—76 

Reihen  zur  Trisektion  130 

Rekurrente  Polysektionsmethoden  199  bis 

Renaldini  57,  193  [201 

Repräsentierender  Linienzug  71 

Rhodoneen  168—171 

Richelot  14 

Richmond  45 
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Richter,  0.  133 
Ridolfi  168,  190 
Roberval  122,  182,  192 
Rollkurven  188 
Rönißch  149 
van  Roomen  159 
Rosenkurven  168 

S 

Sachse,  J.  3,  145,  153,  154,  203 

Sachsen-Weimar,  Bernhard  zu  57 

Salomo  9 

Sargon,  König  von  Agde  10 

Schiaparelli  144 

Schlangenschwanzkurve  149 

Schoeler  200 

Scheute  159,  165 

Schröter  24,  35,  40—42 

Schütte  115 

Schvrendenheim  14 

Schwenter  62,  63 

Schwering  141 

Scipione  del  Ferro  21 

Sechseck  7,  11,  15,  16,  21,  23,  26 

Sechzehneck  nach  Mascheroni  27 

Sektionskurven  vonOekinghaus  174 — 177 

Sektriskurven  114,  156—192 

Sektrixkurve  von  Schonte  159,  165 

Serret  32,  35 

Serret -Bachmann  19,  35 

Sexagesimalsystem  10 

Siebeneck: 

Genaue  Konstruktion  mit  zwei  rechten 
Winkeln  73 

mit  der  Nephroide  70 

Näherungskonstruktionen ,  allgemeine 

—  nach  Abü'l  Wafä  60        [57,  58,  59 

—  —  Estremoff  61 

—  —  Lionardo  60 

Marianus  Cremonensis  61 

Siebenteilung,  angenäherte  197 
Siebenteilungskurven  179 
Siebzehneck  3,   12,   13,   14,   19,  30—45, 
53—56,  59,  64,  65,  74 

Entdeckung  der  Konstruierbarkeit  3,12 

Ableitung   der  Gleichungen  zur  Kon- 
struktion 30-32 

Genaue  Konstruktionen  nach: 
Serret  32—34 
Bachmann  34 
Schroeter  40—42 
V.  Staudt  35—40 

Mascheronische  Konstruktion  von  Ge- 
rard 42 — 45 

Geometrographische  Konstruktion  von 
Moreau  und  Güntsche  53—55 

Geometrographische  Mascheroni  -  Kon- 
struktion von  Güntsche  55 — 56 

Konstruktion  mit  zwei  rechten  Win- 
keln 74 


Näherungskonstruktionen  nach: 
Berton  64 
Catalan  65 
Kochanski  59 
Postula  65 
Simon  196 
Simplizius  15 
Sinusoide  192 
Sinusspiralen  179 
de  Sluse  95,  96 
Smith  112—114,  126 
Sonnenrad  8 
Spinnenlinien  159 
Spiralen  4,  186—188 

Archimedische  Spirale  186 

Fermatsche  Spirale  187 

Galileische  Spirale  188 

Hyperbolische  Spirale  187 

Parabolische  Spirale  187 
V.  Staudt  24,  35—40 
Steiner  19,  21—25,  35,  112,  113 
Steinersche  Konstruktionen  21 — 25 
Steinersche  Konstruktion   des  Siebzehn- 
ecks 35—42 
Steinerscher  Kreis  25,  35 
Sternförmige  Zykloide  168 
Strauß  205 
Strophoide  118,   123 
Sturmscher  Satz  114 
Suardi  124,  130,  168,  186,  189,  190 
Sumerer  10 
Suter  60 
Sylvester  203 

T 

T- Lineal  204,  205 

Tartaglia  21 

Taylor  91 

Teilkurven  205 

Teilmaschinen  74—77 

Teilungskurven  s.  Polysektionskurven 

Thabit  ben  Korrah  83,  91 

Thaies  1 

Tietz  99—103 

Tillieros  186 

Torricelli  119 

Toscani  124 

Transzendente    Polysektionskurven    181 

bis  192 
Treue  equilateral  117 
Treviranus  75 
Tricratere  regolare  117 
Trigonometrische  Kurven  192 
Trisekante  124—126 
Trisektion  1,  5,  6,  77—155, 156, 161,  164, 

170,  172,  173,  177,  179,  180,  195,  196, 

198,   199.  200,  201 
Unmöglichkeit  einer  Lösung  mit  Zirkel 

und  Lineal  5,  77 — 79 
Besondere  mögliche  Fälle  79 — 80 
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Elementare  Trisektionsmethoden  80  bis 

Verfahren  von:  [88 

Albiruni  (Bewegungsmetliode)  86;, 

87 
Alharawi  (Bewegungsmethode)  86 
Alqühi  (Bewegungsmethode)  85 
Alsagäni  (Bewegungsmethode)  87 
Alsidjzi  (Bewegungsmethode)  85,87 
Archimedes  (Einschiebung)  81,  84, 
Newton  (Einschiebung)  84        [85 
Pappus  (Einschiebung)  81 
Vieta  (Einschiebung)  84 
Trisektion  durch  Kegelschnitte  88  bis 
114 
Verfahren  von: 

Alsidjzi  (Hyperbel)  88 

Chasles  (Hyperbel)  102 

Clairault  (Hyperbel)  91 

Descartes  (Parabel)  93 

Glaser  (beliebig  gegebener  fester 

Kegelschnitt)  107—112 
Kortum  und  Smith  (fester  Kegel- 
schnitt und  Lineal)  112—114 
Newton  (allgemeiner  Kegelschnitt) 

95—99 
Panzerbieter  (Hyperbel)  91,  103 
Panzerbieter     (beliebiger     Kegel- 
schnitt) 104—107 
Pappus  (Hyperbel)  89,  90 
Smith  s.  Kortum 
Tietz  (Hyperbel)  99—103 
Trisektion  durch  Kurven  höheren  Gra- 
des 114—130 
Konchoide  des  Nikomedes  119 — 122 
Kreiskonchoide      siehe      Pascalsche 
Orthogenide  180  [Schnecke 
Parabel,  kubische  130 
Pascalsche  Schnecke  122—124 
Strophoide  118—119 
Trisekante  124—126 
Trisektrix  von  Catalan  116 
„            „     Maclaurin  115 
,,            „     Longchamps  117 
Tschirnhausens  cubic  181 
Zissoide  des  Diokles  127—130 
Trisektion  durch  Näherungskonstruktio- 
nen s.  u.  Näherungsmethoden 
Trisektionsbogen  138,  139 
Trisektionsgleichung  77 — 80 
Numerische  Auflösung  130 
Trisektionsinstramente  s.  u.  Instrumente 
Trisektrix  von  Catalan  116 
Mac  Laurin  115,  116,  161,  164 

—  —  Longchamps  117 
Trisektrixkurven,  Difinition  114 
Trochoiden  188,  192 
Troela-Lund  8,  10 

Tschirnhaus  145,  180,  183,  192,  193,  202 
Tschirnhausens  Cubic  181 

—  Quadratrix  183,  192,  193 

Mitzacherling:  Problem  der  Kreisteiluug 


u 

Uhlhorn  149 

Universalinstrumente   zum  Kurvenzeich- 
nen 202 
Universalteilmaschine  77 


Verdoppelung  des  "Würfels  1,  2,  5,  6, 119 
Verfolgungskurve  einer  Geraden  180 
Vielecke,  reguläre  7 — 70 
Vieleckskonstruktionen : 
4-Eck  7,  20,  23,  27 
5-Eck   9,    16  —  19,    20,   24,  28,  29, 

47—52,  57,  58,  59,  60,  72 
6-Eck  7,  11,  15,  16,  21,  22,  26 
7-Eck  8,  57,  58,  59,  60  —  61,  73 
8-Eck  7,  15,  16,  21,  27 
9-Eck   57,  58,  59,  61—64,  65,  73, 
119 
10-Eck  18,    19,   20,  28,  47—52,  72 
11 -Eck  57,  58,  59,  64 
12-Eck  7,  27 
13-Eck  57,  58,  59,  64 
15-Eck  18,  65 
16-Eck  27 
17-Eck  3,  12, 13, 14,  30  —  45,  53  bis 

56,  59,  64,  65,  73 
18-Eck  119 
20-Eck  28 
21-Eck  70 
24-Eck  21,  27 
25-Bck  65 
29 -Eck  65 
31-Eck  59 
33-Eck  59 

34-Eck  30—34,  53  —  56 

35 -Eck  70 

48-Eck  27 

120-Eck  28 

240 -Eck  28 

257-Eck  13,  14,  42,  56 
65  537-Eck  13,  14 
Eingehendere  Angaben  s.  unter  Fünf- 
eck,  Sechseck,   Siebeneck  usw.  und 
unter  Näherungskonstruktionen 
Älteste  Vielecke  6  —  9 
Gaußsche  Vielecke  11  — 14 
Verzeichnis  der  mit  Zirkel  und  Lineal 
konstruierbaren  Vielecke  14 
Vierteilungskurven  170 
Vierundzwanzigeck  21,  27 
—  nach  Mascheroni  27 
Vierunddreißigeck  30  —  34,  53  —  56 
Vieta  5,  84,  93,  159,  174 
de  Ville  57 

W 

Walter  148 
Wantzel  78 
V.  Wasserschieben  159,  160,  183 
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Weber -Wellstein  10 

Weißenborn  1^6,  180,  183 

Wellisch  135,  140,  200 

Weyr,  E.  124 

Winkel,  Verwendung  von   zwei  rechten 

Winkelteiler  203  [71-^74 

Winkelvervielfacher  203 

Woepcke  19,  60,  66,  83 

Wölffing  185 

Würfelverdoppelung  1,  2,  5,  6,  119 

Z 

Zehneck  18,  19,  20,  28,  47  —  52 
—  mit  zwei  rechten  Winkeln  72 
Zeller  181 
Zeuthen  81,  119 
Zirkel: 

Beschränkung  auf  Lineal  und  Zirkel  2 
Konstruktion  nur  mit  dem  Zirkel  s.  u. 

Mascheronische  Konstruktionen 
■  Konstruktionen  m.  unverrückter  Zirkel- 
öffnung 14,  19—21 
Zirkel  zur  Erzeugung 
von  Arane'iden  163 

Archimedischen  Spiralen  186 
Epi-  und  Hypozykloiden  168,  190 
Kegelschnitten  69 
Konchoiden  122 
Kreiskonchoiden  124 


Zirkel  zur  Erzeugung 

der  Kurven  von  Kempe  179 

„    Pascalschen  Schnecke  124 
von  Polyoden  203 

„     Ehodoneen  168 
der  Trisektrix  von  Maclaurin  164 

„     Zissoide  129 

„     Zykloide  189 

Zirkel  zur  Polysektion  190 

—  —  Trisektion  von  Hermes  145,  152 

—  —  —  von  Luczak  153 

—  von  Sachse  145,  153 

Zissoide  127  —  130 

— ,  mechanische  Konstruktion  130 

Zodiakus  von  D  ender  ah  9 

Zwanzigeck,  Näherungskonstruktion  65 

Zweihundertvierzigeck  28 

Zweihundertsiebenundfünfzigeck  13,  42, 
56 
Mascheronische  Konstruktion  56 
Steinersche  Konstruktion  42 

Zweikreismethode  zur  Trisektion  136 

Zwölf  eck  nach  Mascheroni  27 

Zykloiden  188—192 

Zykloiden,  anomale  139 

— ,  Gefährtin  der  Zykloide  192 

— ,  sternförmige  168 

Zykloidenzirkel  189 


Druck  Ton  B.  G.  Teubner  in  Dresden. 
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